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Teil .

Mathematische Grundlagen



1. Koordinatensysteme

1.1. Polarkoordinaten

X7

1.3. Kugelkoordinaten

T =T-COSp
y=r-sing

o

1

Q)

T
¢

A
5

d
d

r-drdep
(dr,r dy)

(cos ¢, sin @)
(— sin ¢, cos @)

=P

T =7T-CoS¢p

Yy=71-sin¢
2=z
& = (cos ¢,sin ¢, 0)

(—sin ¢, cos ¢, 0)
(0,0,1)

arctan % 4+

arctan £
xT

unbestimmt T

x <0,

z >0,

=0 A y>0,
=0 A y<0,
z=y=0.



1. Koordinatensysteme

z

r=r-sinf-cos¢

y=r-sinf -sin¢

z=r-cosf

é, = (sin 6 cos ¢, sin 8 sin ¢, cos 0)

€p = (cos b cos ¢, cos O sin ¢, — sin 0)
» = (—sin¢, cos ¢,0)

™)

dQ) = sin6 df d¢

dV =1r2?sin6 - dr df d¢
dA =&, - (r2sinf - df do)
ds = (dr,r-df,r -sin6 - do)

1.4. Zusammenhang zwischen den Koordinaten

Hier ist ©(x) die Heavyside’sche Sprungfunktion und sgn(z) die Vorzeichenfunktion.

|| Kart. Koordinaten (x,y, z) Zylinderkoord. (7, ¢, z) Kugelkoord. (r, 0, ¢)

T | =z =7r-cos¢ = rsin# cos ¢
y| =y =7 -sing = rsinfsin ¢
z | =z =z =7rcos¢

r :\/x2+y2 =r =rsind

¢ | = arctan? 4+ 1O (—x)sgn(y) =¢ =¢

z| =z =z =rcosf

r| =22 +y?+ 22 =Vr2 422 =r

¢ | = arctan YEXY + | = arctan 7 =0

76(—z) sen(y)
¢ | = arctan £ =09 =¢

1.5. allg. Koordinatentransformation

3-dimensionale Grundaufgabe: Man 16se das Volumenintegral

/Vf~dvz///f(u,v,w)-dudvdw

unter der Koordinatentransformation (u,v,w) — (r,s,t) mit:

u=u(r,s,t), v=wv(rst), w=uw(rs,t)

///f(u’v7w)'dUdvdw:///f(T,S,t)~|J|~drdsdt
v e

So ist:

v’ = [J] - dV
Mit der Jacobi-Matrix:
du  du  Ju
_ O(u, v, w) _ & g 8
a(r, s,t) T
or s Ot
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2. Spezielle Funktionen

2.1. gewOhnliche LEGENDRE’sche Polynome

Definition Die LEGENDRE sche Differentialgleichung fiir die Funktion y = y(x) hat mit n € Ny die Form:

dci((1—x2)~dyd(xx)>—|—n(n+1)-y(x):0

Die LEGENDRE’sche Polynome bzw. Kugelfunktionen 1. Art sind partikuldre Losungen dieser DGI. Nach der
Formel von RODRIGUEZ lassen sie sich berechnen zu:

1 dn(22-1)"

Pol®) = 5o ™ dan

Die ersten 11 LEGENDRE-Polynome P, (x) sind:

n | Py(z)
01
1|z
2 % (322 —1)
3| 5 (h2® — 3
1
4| % (352" — 3022 +3
i
5| & (632° — 702° + 152)
6 | 75 (2312° — =315z + 10527 — 5)
7 %? (42927 — 6932° + 3152° — 35x)
8 | 138 (35~ 126022 + 6930x* — 120122° + 64352%)
9 | 155 (3152 + 112° (—420 + 1322 (126 — 18022 + 852%)))
10 | 555 (—63 + 1122 (315 + 13z% (—210 + 6302? — 7652 + 3232)))
Po [x] Py [x] s [%]
2) 1 1
1.5 0.5 8
Y S « 4
0.5 -1 —0;2.5 0.5 1 2 A x
T-0.5 0.5 1° -1 4
P3y[x] s [x]
. x Qo@é x
[x] [x]
9 [x] [x]




2. Spezielle Funktionen

Eigenschaften Die LEGENDRE-Polynome P, (x) haben folgende Eigenschaften:
o Symmetrie: Pp,(—x) = (—1)" - P,(z)
e Normierung: P, (1) =1

Sie bilden ein orthogonales Funktionensystem mit der Orthogonalititsrelation:

! ur m #n
/Pn(x).Pm(m)dm—{02 fir m 7

—1 InF1 fir m=n

Nullstellensatz:
Alle n Nullstellen von P, (z) sind reell und einfach und liegen im Intervall (—1,1).

e Rekursionsformeln:

(n+1) - Pupi(z) = (2n+1Dzx-Py(x) —n-Py_1(x)
@ 1) T P (@) - Pua ()]
Ableitung und Integral
4 pay = LT ) 2L ) /P(x) dz = B“(g)[j*(m)

Entwicklung nach LEGENDRE-Polynomen Da die LEGENDRE-Polynome P, () ein orthogonales Funktionen-
system bilden, kann man quadratintegrable Funktionen f(§) auf —1 < & < 1 nach ihnen entwickeln. Die zu P, ()
gehorenden normierten Funktionen U, (z) sind:

Unla) = |20 Pafa)

Damit ergibt sich die Reihenentwicklung:

_2n

FO=Y apue)  mita,= 00 [ P fe) do
n=0 -1

2.2. zugeordnete LEGENDRE’sche Funktionen

Definition Die zugeordnete LEGENDRE’sche Differentialgleichung fiir die Funktion y = y(x) hat mit [ € Ny
und m € Z die Form:

d(i((1—:62)~dyd(;)>+<n(n+1)—1711;>~y(x):0

Die zugeordneten LEGENDRE-Polynome P, () sind partikulire Losungen dieser DGI. Sie ergeben sich zu:

d™P(x)

dz™

SH

P (z) = (-1)"(1 - 2?)

Die ersten P () sind:

(© 2004-2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/) -9-
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2. Spezielle Funktionen

H sz‘ mzl‘ m=2 m=3
(=0 1
=1 z (z—1)y/
= (322 — 1) 3(2? — x),/1EL —3z2+3
l= 1(52° = 3z) | 2(52% —52% — 24+ 1)/ L | —15(2® —2) | —15(z + 1)(z — 1), /122
1.x]
1.5
S | S —
0.5
105 0.5 1°
1.x] Py .x]
0.5 1%
0.5
-1 -o0. 0.
.5
-1
1.x] x| P%_X]
1
0.8 5
8'461 2
\ 0.2 0.5 1° b3
-1 -0Ng.2 O 0-5
0\—5\& 1705 0.5 1°
1 x| X| Pi x|
1 6
4 5 /1
. 2
—7—0.5 0 Ow N 05/ 05 1°
20.5 /s
-1 -6

Eigenschaften

o P () = (1) P ()

e Orthogonalitdtsrelation:

Y m o pm 2 (I+m)
/71 P (@) P (x)de = mmfym

2.3. Kugelflachenfunktionen

Die Kugelflichenfunktionen ¥, (6, ¢) sind definiert als:

2l+1(l—m)'

m imeo
o T m) - P™(cos 6)e'™?.

Y0, ) =

Dabei sind /™ die zugeordneten Legendre-Polynome. Die ersten Kugelfldchenfunktionen sind:

YO(0,0) = =,

Y(0,6) = /& cos, Y(0,0) = /& sinfe
Y9(0,0) = /1= (3cos?6 — 1),

Y3(0,0) = —y/ 82 sinf cosf e, YE(0,0)= \/?}?sm 6 e2¢

(© 2004-2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)
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2. Spezielle Funktionen

Eigenschaften:

e Orthogonalitdtsrelation:

T 27
/ Y50, ¢) - Y (08) sinb dOdd = 618mm

0=0 ¢=0

e Paritit: ¥ — —7 hat in Kugelkoordinaten folgende Gestalt: (r,6,¢) — (—r,m — 0,7 + ¢). Unter dieser
Transfomration verhalten sich die Kugelflachenfunktionen wie folgt:

Ylm(ﬂ- —0,m+¢) = (_1)l : Ylm(ev ¢)
e Komplexe Konjugation:
Entwicklung in Kugelflaichenfunktionen: Die Kugelflichenfunktionen bilden eine vollstdndige Basis des Raum-

es der Funktionen f(6, ¢), im Sinne der Kugelkoordinaten. Damit konnen alle f(6, ¢) nach den Y} (6, ¢) entwi-
ckelt werden:

. +1 2w
0.0=3 Y any"00,  mit an= [ [¥0.0)70.0) sinodo s
=0 m=—1 $=00=0

(© 2004-2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)
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3. Differentialoperatoren

0/0x
Im folgenden wird der sog. Nabla-Operator verwendet. Er ist definiert als V= 0/0y |.
( 0/0z )
Im folgenden sei R > @ = (%) eine vektorwertige und R > ¢ = f(7) eine skalare Funktion. Beide seien ein-
bzw. zweimal stetig differenzierbar. Die von V ab geleiteten Vektoroperatoren haben folgende Gestalt:

3.1. Karthesische Koordinaten v = (z,y, 2)

e Gradient:

- dp dp
grad ¢ = Vi = ((,;;,5;,(;;’) 3.1.1)

e Divergenz:

.. = o Ouy  Ouy  Ou,
divi=V . -u= B —&—a—y 9% (3.1.2)
o Rotation:
- - - Ou, Ouy
. €z Cy €z Jy Oz
roti =V xii=| 4% F i |=|%% (3.1.3)
Uy Uy Uy 'aqu — a;uz
e Laplace:
L - P  Pp 0%y
Ag =div(grady) =V - (Vgo) _@—’_873/24_@ (3.1.4)
3.2. Zylinder-Koordinaten « = (r, ¢, z)
e Gradient: 5 oo
- 1
grad p = Vo = <;7 ;a—z, af) (3.2.1)
e Divergenz:
divi=©.g= 00 )  10us  Ou (3.2.2)

r  Or r ¢ 0z

e Rotation: ( )
L = o (10u, Ouy Ou, Ou, 19(r-ug 1 Ou,
rotid =V i = (r 1ol 0z 0z or’r Or r 8¢) (3.2.3)
e Laplace:
. 10 Oy 1 0% 0%
AG = =——(7r = —_———t — 2.4
@ = div (grad ¢) o (7“ 81") + 092 + 552 (3.2.4)

12



3. Differentialoperatoren

3.3. Kugel-Koordinaten « = (r, 6, ¢)

e Gradient:

gradp = Vo = (%ﬁ’igg’7».;llagg> (3.3.1)
e Divergenz:

divi =V i = r%a(r;ur) r slir19 a(smaee. = r- slinﬁ%:; 632

e Rotation:
roty i = T sline 8(Sin899. e . Slin9 %71:; (3:3-3)
rotg@ = 7'511110 (r;g - %w (3.3.4)
roty @ = %8(7'(,)'r“9) f %85;’” (3.3.5)

e Laplace:
A@ = div (grad ) = %% (r2 : g‘f) + 3 éme% <sin9- ?;g) + r2~:m2ogj;§ (3.3.6)

3.4. Sitze und Rechenregeln fiir den V-Operator

Satz 3.1 (Rechenregeln fiir den ﬁ-Operator) Im folgenden seien d’,g € R3 vektorwertige Funktionen f (2)
und 1 = 1 (Z) eine skalare Funktion. Sie seien jeweils ein- bzw. zweimal stetig differenzierbar. Es gelten folgende

Zusammenhdnge:
V x Vi) = rot(gradyy) =0 (3.4.1)
V- (Vxad)= div(rotd) =0 (3.4.2)
Vx(Vxad)= rotrot@d) =V(V-a@)—Ad (3.4.3)
V-@ad) = div(wad) =a-(Vo)+o(V-a) (3.4.4)
Vx (a)= rot(p@) =V xa+yVxa (3.4.5)
V(@-b)= grad(@-b) = (@ -V)o+b-V)a+adx (Vxb) +bx(Vxa) (3.4.6)
V-(@xb)= div@@xb) =b-(Vxa)—a- (Vxb (3.4.7)
Vx(@xb= rot(@xb) =av-b)—0b\V-a)+(b-V)a— (@ V)b (3.4.8)

Satz 3.2 (Rechenregeln fiir den ﬁ-Operator und radialsymmetrische Funktionen)
symmetrische Funktionen f(r) mitr = || =

2?2 +y? + 22 und ¥ = (x,y, z), so ergeben sich folgende weiteren

Regeln:
= d =
Vf(r)= grad(f(r)) = J;(:) ; (3.4.9)
- I
Vo= grad 1) = — 5 (3.4.10)
A; = —d47x - §O)(F) (3.4.11)

Betrachtet man radial-

(© 2004-2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)
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4. Integralsatze

Im folgenden sei & = w(Z) eine stetig diff’bare vektorwerige Funktion. Es seien ¢, stetig diff’bare skalare
Funktionen f(Z). V beschreibt ein dreidimensionales Volumen mit dem Volumenelement dV = d3x. S = 9V sei
seine zweidimensionale Geschlossene Oberflidche mit dem Flichenelement dA und dem duferen Normalenvektor
i, mit | 77| = 1 und dA = 7 dA. Es gelten folgende Sitze und Formeln:

Satz 4.1 (GauB’scher Satz)
/ﬁ-ﬁdvz/dwadvz/ﬁ-dﬂ (4.0.1)
\4 Vv S|
Satz 4.2 ()
/ Vi dV = / grad ¢ dV = / V- dA (4.0.2)
\4 \4 S
Satz 4.3 ()
/ﬁxadvz/rotﬁdvz/ﬁxam (4.0.3)
\4 \4 S
Satz 4.4 (Erste Green’sche Identit:it)
/ (gbAz/) + (V) - (W)) dv = / it - Vipd A (4.0.4)
\4 S|

Satz 4.5 (Zweite Green’schee Identit:it)

/ (SAY + $Ag) dV = / (69 — ¥g) - A4 4.0.5)
1% S

Im folgenden sei S eine offene Fliche mit dem Rand C' = 95 und dem Linienelement ds. Die Richtung der Fla-
chennormale von S ist durch die Orientierung von C und die Rechte-Hand-Regel festgelegt. Es gilt:

Satz 4.6 (Stokes’scher Satz)

/(6xﬁ)-d/¥=/row-d/¥=]{ i-ds 4.0.6)
S S C

Satz 4.7 ()

/ﬁx (V) dA:/ﬁx grad ¥ dA:j{ Y d3 (4.0.7)
S S C

14




5. Satze aus der Vektorfeldtheorie

Satz 5.1 (Zerlegungssatz) Sei d(7) ein im gesamten R® definiertes Vektorfeld, das (ebenso wie seine Ableitun-
gen) im unendlichen hinreichend schnell gegen O strebt (physikalisch sinnvolles Feld!). Dann lisst sich d(7) als
Summe eines rotations- und eines divergenzfreien Anteils darstellen:

a(r) = a(7) + d,(¥) mir rota; =0; diva, =0 (5.0.1)

Die Anteile d; und d; werden iiber Rotation und Divergenz definiert rot grad ¢ = 0 und div rot /E" =0):

a(7) = grad a(7) @,(7) = rot §(7) (5.0.2)
_ L AwER) o 3 = & [ retd) g
olf) = 47r/ o 47 p(r) = 477/ 7 O (5.0.3)

In der Zerlegung ist a;(T") der longitudinale und d;(7) der transversale Anteil des Feldes.

Satz 5.2 (Eindeutigkeitssatz) Ein Vektorfeld a(7) ist eindeutig festgelegt, wenn fiir alle Punkt ¥ € R im Raum
div @(7) (Quellen) und rot a(r) (Wirbel) bekannt sind.

Korollar 5.1 (Schlussfolgerungen aus Zerlegungs- und Eindeutigkeitssatz)
1. Jeder wirbelfreie Feld d(r) mit rot @ = 0 léisst sich als Gradientenfeld einer skalaren Funktion darstellen:

a(r) = grad a(F)

2. Jedes quellenfreie Feld d(7) mit div a = 0 ldsst sich als Rotationsfeld darstellen:

a(F) = rot 8(7)

w

Ein allgemeines Feld ist immer eine Uberlagerung von Rotations- und Wirbelfeld.
4. Das skalare Potential o kann aus den Quellen bestimmt werden.:

Via = Aa = div a(7)

Diese Formel folgt direkt durch Divergenzbildung aus Punkt 1.
5. Das Vektor-Potential [3 kann aus den Wirbeln bestimmt werden:

AfB = —rota(7)

Diese Formel folgt direkt durch Divergenzbildung aus Punkt 1.

15



6. Inhomogene Wellengleichungen

In diesem Abschnitt sollen die Lésungen g(7, ¢) der inhomogenen Wellengleichung bei gegebener Inhomogenitit
f (7, t) ermittelt werden. Die Wellengleichung ist eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung:

1 92 . .
(A — c28t2) g(7,t) = —4n f(F,t) (6.0.1)

6.1. Homogene Wellengleichung

Dazu betrachtet man zunéchst die Losung der homogenen Gleichung
1 02 -
(A— 02(%2) Ghom(F,£) = 0 6.1.1)

Die komplexe Exponentialfunktion e?(¥7~«1) ist eine spezielle Losung dieser Gleichung, was man durch Einsetzen
leicht zeigen kann. Dies motiviert den Ansatz die allgemeine Losung ghom (7, t) als Fourier-Integral darzustel-
len:

—

1 ‘ o
Ghom (7 t) = o / A3k / dw e F =D gk, w) (6.1.2)
V2T

Setzt man diesen Ausdruck in (6.1.1) ein, so bleibt:

= w2\ -
k* — l Jhom (K, w) = (6.1.3)

Um diese Gleichung zu erfiillen, muss f]hom(E, w) iiberall 0 sein, auBer bei k2 = “C’—;, also ’E ’ = :l:%. Man kann
dann diese Funktion mit Hilfe der 6 — F'unktion so darstellen:

-

Ghom (ks w) = G1(K)3(w — c|k]) + G2 (k)5 (w — c|k]) (6.1.4)

-

Dabei sind Gy /5(k) noch zu bestimmende Funktionen. Man kann dann die allgemeine Losung der homogenen
Wellengleichung so angeben:

Korollar 6.1 (Allgemeine Losung der homogenen Wellengleichung) Die homogene Wellengleichung (6.1.1)
hat die folgende allgemeine Losung:

1
Vi 2774

Ghom (7, 1) = / &k / dw (Gu(R)e'FT=BD 4 gy (Ryet Ereen) 6.15)

Dabei ist

—

w(k) = c |k

Ist man nur am Realteil dieser Losung interessiert (wie es in der Physik oft der Fall ist), so reduziert sich (6.1.5)
aus:

Re { ghon (7, )} = / d*k / dw §(k)e'Fr-e®o (6.1.6)

Mit einer komplexwertigen Funktion g(E) Die Funktion g(E) ist also gerade die Fourier-Transformierte von

Re {ghom(F, t)}
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6. Inhomogene Wellengleichungen

6.2. Inhomogene Wellengleichung

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung (6.0.1)
1 0%\ -
(A - 028752> g(7,t) = —4Ar f(7,1)
setzt sich aus der allgemeinen Losung der homogenen Wellengleichung plus einer speziellen Losung der inho-

mogenen Gleichung zusammen. Im folgenden soll eine inhomogene Losung abgeleitet werden. Die inhomogene
Wellengleichung lisst sich (als Poisson-Gleichung) ganz allgemein mit der Green-Funktion G(7, ¢, 7, ') losen. Es

gilt dann:
o(F. 1) = / N / AG(F 7 ) (7 1), 62.1)
wobei die Green-Funktion G (7, t, 7, t') folgenden Zusammenhang erfiillen muss:
V2 — Lo G(F t, 7 1) = —4nd(vr — 7) - 6(t — t') (6.2.2)
c2 at2 77 ) =
Um eine Losung von (6.2.2) zu finden betrachtet man wieder die Fourier-transformierten der Funktionen (und
damit der Gleichung):
G t, 7. t) = / Bk / dw G (F, w)eFr=) giwt=t) (6.2.3)
1 M= . ’
S(or —7)-6(t—t) = /d3k/dw etR(T=T) giw(t=t) (6.2.4)
(2m)*

Man erhilt durch Einsetzen fiir (6.2.2):

—E2+w—2 Gk w)——i (6.2.5)
c? T 4gs -

- 1 1 1 ¢ 1 1

(k, w) 4773;{2,%; 87T3k<w+ck‘ w—ck) ( )
C 1 1 eiE(F_FI) . ’

= GFt7,t) = —/d?’k/d — : iw(t=t) 6.2.7
(78,7, ¢) 83 @ wt+ck w-—ck ko ( )
Die Integrationen in (6.2.7) lassen sich mit Hilfe des Residuensatzes ausfiihren (sieche Standardliteratur). Man

erhilt dann endgiiltig:
S L
Gt 7, t) = —— {5 <(tt’) - ""7") — 5 (@sy) + 7’“)} _
c
A

_ ﬁ {5 (At - :') —5 (At+ m;])] 6.2.8)

Daraus ergibt sich dann eine spezielle Losung durch die Faltung mit der Inhomogenitit f (7, ¢) (6.2.1).

(© 2004-2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)
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7. Elektrostatik

7.1. Kraftgesetz, Feld

Die Kraft zwischen zwei Ladungen ql,q2 an den Punkten

Satz 7.1 (Coulomb-Gesetz)

F*12=k|f1qi|2- (7.1.1)
1T —T9

Dabei ist k eine Konstante. Im cgs-System gilt k = 1. Somit hat die Ladung q folgende Einheit:

3
Cmgzl,/erg-cm:leSE

3

=1
[q] .
Im MKSA-System ist gilt:
As
k= it €o =8.854-10712 —
4d7eg it €o Vm

Damit hat q die Einheit [q) =1C=1A -5

Die Form T% des Kraftgesetzes hdngt mit der Masselosigkeit der Photonen zusammen. Hitten die Photonen als
Austauschteilchen der Kraft eine Ruhemasse p # 0, so ergibe sich ein Potential vom Yukawa-Typ. Die Form

(7.1.1) des Kraftgesetzes gilt streng auch nur fiir punktférmige Ladungen.

(7.1.2)

Satz 7.2 (Elektrisches Feld) Das elektrische Feld E einer Punktladung q im Ursprung ist:

Sy

E(7) = k:r%
— ol —
E(r) = ZEi(f')

F(7)

Bei einer kontinuierlichen Ladungsverteilung p(T') geht dies iiber in:
E() -
q

Schliefslich berechnet sich die Kraft auf eine Probeladung q im elektrischen Feld zu
F(7) = q- B(7)

Fiir elektrische Felder gilt das Superpositionsprinzip, man erhdlt also das Feld von N Punktladungen aus:
(7.1.3)

(7.1.4)

(7.1.5)
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7. Elektrostatik

Satz 7.3 (GauB’sches Gesetz) Der Fluss eines elektrischen Feldes E durch eine geschlossene Oberfliche S
(eines Volumens V') hdngt nicht von der Form der Oberfliche ab, sondern nur von der in ihr enthaltenen Ladung
(cgs-System):

@elz/ﬁ-d/i’:zmcg mit Q:/ p(7) dr (7.1.6)
S 1%

Dabei ist Q) die Gesamtladung innerhalb des Volumens V. Insbesondere ist Q = 0, falls V' ladungsfrei ist. Mit
Hilfe des Gauf3’schen Integralsatzes (4.0.1) kann (7.1.6) in differentielle Form iiberfiihrt werden:

div E(7) = 4mp(7) (7.1.7)

Die Quellen des elektrischen Feldes sind also die elektrischen Ladungen (Ladungsdichte p).
Im MKSA-System gelten folgende Gleichungen:

@elz/ﬁ-dﬁzg div E(7) = =~ (7.1.8)
S €0

7.2. Elektrisches Potential

Satz 7.4 (Elektrisches Potential) Das elektrische Feld lisst sich als Gradient eines skalaren Feldes p(T) dar-
stellen. Fiir das Feld gilt mit einer Ladungsverteilung p(7):

@(ﬂ:/ p(7™) d3r/:/E-d§ (7.2.1)

|7 = 7|

Daraus erhdlt man dann das elektrische Feld der Ladungsverteilung als Gradient des Feldes:
E(7) = —Veo(7) (7.2.2)

Da nach (3.4.1) die Rotation eines beliebigen Gradienten verschwindet folgt daraus die folgende Wichtige Er-

kenntnis: . L
rot E(7) = =V x Vo(7) = 0 (7.2.3)

Das elektrische Feld ist also rotations- oder wirbelfrei. Es handelt sich also um ein konservatives Kraftfeld. Damit
ist die im folgenden Satz 7.6 eingefiihrte Arbeit sinnvoll, da wegunabhdngig.

Satz 7.5 (elektrische Spannung) FEine Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten Py und Ps wird als Spannung

U bezeichnet:
P>

U =o(P) — (P = /E -ds (7.2.4)

Py

Satz 7.6 (elektrische Arbeit) Die Arbeit W, die an einer Lgdung q verrichtet werden muss, wenn sie iiber einen
Weg C' zwischen den Punkten A und B im elektrischen Feld E bewegt wird, ist:

Wa = ~a | (@) d5 = - [o(B) ~ o(4)] = oV (125)

Ist der Weg C' geschlossen, so gilt insbesondere:

W, = —qj{ E(5)-ds=0 (7.2.6)
C

7.3. Beispiele: elektrisches Feld und Potential
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7. Elektrostatik

7.3.1. Felddurchgang durch eine Platte

Ein elektrisches Feld E passiere eine Platte mit der Flichenladungsdichte

o (7). Um das Verhalten des Feldes an der Platte zu untersuchen legt man .

einen Integrationsweg AF um einen Teil der Platte (Volumen AV), wie Flachenladung: s
es in nebenstehender Abbildung gezeigt ist. Der Weg sei rechteckig und 5

so beschaffen, dass der Fluss durch die Seitenteile vernachlissigbar ist. Er Obeyflachq DE
liegt also infinitesimal eng an der Platte. Die Normalenvektoren 7 sind in ] |
der Zeichnung eingetragen. Mit ihnen gilt dF' = 7 - dF'. Fiir die Ladung o T-r
innerhalb des Weges A F gilt dann

o\ T”I

vernachléssigbar

q:/ o (7) dF. Klein
AF
Damit kann man dann das Gauf3’sche Gesetz benutzen und erhilt:
E-dF = E-fidF = 4mq.
AF AF

Macht man die Breite des Integrationsweges so klein, dass das el. Feld auf dieser Breite als konstant ange-
nommen werden kann, so bezeichnet man das Feld oberhalb und unterhalb der Platte mit E, bzw. E, und er-
hilt:

47Tq=7{ E-itdF = (E, fi— E, -i1) - AF
AF

= (EO—EU)-ﬁ:4WALF = 4no
Integriert man das Feld entlang der Oberfliche AF’, so erhilt man:

0:]{ Bdi= By — Bu)-AF = By = Bur
AF
Zusammen bedeutet dies:

Die Normalkomponente eines elektrischen Feldes an einer geladenen Platte (Flichenladungsdichte o) macht
einen Sprung um 4mo beim Durchgang durch die Platte. Die Tangentialkomponente dndert sich nicht.

7.3.2. Stetigkeitsbedingungen bei Leitern

In einem leitenden Korper werden sich die (frei beweglichen)
Ladungstréger so ausrichten, dass das Feld innerhalb des Kor-
per verschwindet (Minimum der Energie!). Damit liegt im

. A
gesamten Korper ein konstantes Potential vor. Uber den Gaul3’schen t f
Satz erhilt man:
= v

/E-dﬁ:ﬁa-dﬁJrEi-dfT:(Ea—Ei)-ﬁdA:széQ dSp
F

I ntegrationsvolumen

Leiter E=0, j =const

Dabei ist 6@) die Ladung innerhalb des Integrationsweges F'.
Fiir das elektrische Feld gilt V x E = 0 Daraus erhilt man Abb. 7.1.: Zur Berechnung der Stetigkeitsbedin-
mit dem Stokes’schen Integralsatz (4.0.6): gungen bei Leitern

/(ﬁxﬁydﬁz():fE'd§:ﬁi-d§+ﬁa-d§:(Ea—ﬁi)'F'ds
F C

Dabei ist F' die in Abb. 7.1 eingezeichnete Integrationsfliche und C' = OF ihr Rand. Die Hohe h des Integrations-
volumens ist in beiden Fillen vernachldssigbar klein und bringt somit keinen Beitrag zu den Integralen. Setzt man
noch F; = 0 ein, da das Innere des Leiters Feldfrei ist, so erhilt man:

- 0Q _,

E, = 4wﬂ_4m und E, - t=0

In Worten:
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Satz 7.7 (Stetigkeitsbedingungen des elektrischen Feldes bei Leitern) Das elektrische Feld steht senkrecht
auf leitenden Oberflichen, die Tangentialkomponente des Feldes verschwindet dort. Die Normalkomponente ist
proportional zur Flichenladungsdichte o = %.

Mit E = fﬁcp erhilt man folgende Darstellung der Fldchen-
ladungsdichte:

= . Op

i - (Vo) = I = —4no (7.3.1)

7.3.3. Plattenkondensator

Fléche F

e

Man betrachtet zwei leitende Flichen im Abstand d, die die Ladung ¢ und —gq tragen. Die Aufgabe ist es die
Feldstirke E zwischen den Platten zu bestimmen. Man verwendet wieder den GauB’schen Satz, indem man wie in
Abschnitt 7.3.1 eine Oberfliche S um die obere Platte legt (Fliche F'). AuBerhalb des Kondensators befindet sich
kein Feld. Dies kann man mit (7.1.7) begriinden, da die Ladung innerhalb einer beliebig eng liegenden Fliche, die
den Kondensator einschlieB3t O ist. Es gilt dann:

-,

/E.dﬁz(E—O) iiF =E=4rq = E:4w%=4m
S

Das feld steht also senkrecht auf den Platten und ist proportional zur Ladung und invers proportional zur Fliche. Fiir
die Spannung am Kondensator, also die Potentialdifferenz zwischen den Platten gilt:

d
~ d
U= | E-d§s=—FEd=—4rq—
/ S 7qu
0

Man definiert nun die Kapazitit

F
C:=—
47d
und erhilt damit
q=C-U

Aus dem elektrischen Feld kann man noch das Potential zwischen den Kondensatorplatten berechnen (z-Richtung
steht senkrecht auf den Platten):

e’} d
(p(x):/Eds:E~/ds:47r—(d—;v)o<x
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Man betrachtet zwei ineinanderliegende Kugeln der Radien r; (Ladung +¢) und r, (Ladung —¢q). Das Feld auf3er-
halb von 7, und innerhalb von r; ist Null (siehe letztes Beispiel). Der Integrationsweg wird nun auf eine Kugel
zwischen den zwei Platten gelegt, sodass die so entstehende Oberfliche S die innere Kugel einschlie8t. Es gilt
dann:

f E-dS = 4nr?E(r) = 4nq.
s

Zur Integration wurden Kugelkoordinaten und deren Flachenelement ds (r,0) = &, -2 dS verwendet. Der Faktor
47 kommt von der Integration iiber den gesamten Raum. Das Feld hat wegen dS o €, nur eine Radialkompo-
nente. Das Feld entpricht also demjenigen einer Punktladung ¢ im Mittelpunkt des Kondensators. Insgesamt gilt
also:

Damit kann man wieder die Spannung ausrechnen:

7 I8! 11
U:/E(r)drzq/rzdr:q-<r_—r)

Und man erhilt die Kapazitit:

q rarz
C = — =
U Ta — T
Fiir das elektrische Potential erhilt man dann:
— [ BeYd' = [ Lap =22
o) = [ B0 = [ Lar =3

7.3.5. Zylinderkondensator

Man betrachtet nun einen zylindrischen Kondensator der Liange /. Man arbeitet nun also in Zylinderkoordinaten
und erhilt analog zum Vorgehen in den obigen Beispielen:

L " 1
%E-dS:%E-é}r(Mdz:E(r)%}{dqbdz:27rlr~E(r):47rq = E(r):%~f
5 5 s

l r

Daraus folgt dann Potential und Kapazitit:

T2

Lm0 [l 2 o h
U—/E(r)dr— 7 /Tdr— 7 hlri’ C= Sn(ra/re)’
7.3.6. geladener Stab
L
— "

o {Ja_) )

Integrationsflache S

Man betrachtet einen homogen geladenen Stab. Der Radius des Stabes sei R und die Ladung pro Liangenladungs-
dichte ist A\ = pm R?. Dies Symmetrie legt wieder Zylinderkoordinaten nahe und bewirkt so eine radiale Ausrich-
tung des Feldes. Zunichst wird das Feld auflerhalb des Stabes mit Hilfe des Gauf3’schen Satzes berechnet. Die
Linge des Integrationsoberfliche ist L. Sie umschlie8t den Stab, wie es in der Abbildung rechts eingezeichnet
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ist (blau). Die Abhéngigkeit von der Linge L wird spiter herausfallen, wenn man die Lingenladungsdichte A

verwendet.

]{E.dngﬁ.ardqsdz:
S S

= E(r)r % dpdz =2nLr - E(r) = 4wq = 47\ - L
s

1
= Ea(r)=2)\~; firr > R

2

Im inneren des Stabes darf nur die Ladung innerhalb des Radius » < R beriicksichtigt werden, also ¢’ = p - 77
Damit gilt dann:

L 2
j{sE-dSZQﬂ'Iﬂ“E(T)247T/=47T2p-7“2L = Ei(r):ﬁ-r firr > R
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7.3.7. Dipol

-~

Ein Dipol bestehe aus zwei Ladungen +e, die sich im Abstand a befinden. Der Ursprung des Koordinatensystems
wird auf die Hilfte der Verbindungsstrecke zwischen den Ladungen gelegt. Man betrachtet das Feld an einem
beliebigen Beobachtungspunkt P = (z,y, z). Die Abstiinde der Ladungen zu P sind 7; und 7. Fiir das Feld gilt
das Superpositionsprinzip und man erhalt:

_a q
ple,y,2) = — — —
rooT

Es gilt also die Abstidnde 71, ro umzuformen. Fiir r; erhilt man mit r2 = x2+y2 +22s0:
2
2 _ aN? 5 5 o ar a
= (a:—i) +y +z2=r"- [1—72—#472}
Nun nimmt man den Abstand a als klein gegeniiber r an (Dipol-Niherung), vernachlissigt den a? Term und
erhlt:
ax 1azx
r=r-: I—T—2~T~ [1—273]

Im zweiten Schritt wurde die Wurzel entwickelt (v/1 £ x =~ 1i%). Analog erhilt man fiir r5:

~ -1 -
r2=r [—’—27”2}

Dies kann man nun in das Potential einsetzen und erhélt:

q q q [1+5%] [1-3%] }
S0(1.7?”/7 Z) = axr] ax = ax azx] ax axr =
re[l=3%] r[l+ai] v {P+§ J=3%]  [+a5][1-35%]

_e )= | g ar_gax
oy lfl(%f r2 73
T

4
0:32)

Dabei ist @ der Verbindungsvektor zwischen den Ladungen. Das Dipolmoment zeigt von —¢q nach ¢ und hat den
Betrag 5] = ga. Damit kann man dann das Potential einfacher schreiben:

<

Nun fiihrt man noch das Dipolmoment ein

DT

p(r) =

(7.3.3)

r3

Das Problem weist radiale Symmetrie auf, sodass man das Feld auch in Abhingigkeit von r und 6 angeben kann
(siehe Abbildung am Anfang des Abschnittes). Um die p-Achse ist das Problem natiirlich rotationssymmetrisch.
Der radiale Einheitsvektor in Kugelkoordinaten lautet €, = (sin 6 cos ¢, sin 8 sin ¢, cos #). Das Problem wurde hier
so gedreht, dass p'parallel zur z-Achse ist. Somit passt die beschreibung des Problems zur Standarddarstellung der
Kugelkoordinaten. Da in diesem Beispiel p nur eine z-Komponente hat, also p' = (0,0, ag) kann man das Feld
auch so schreiben:

P.r. )
o(0,7) = r cosezaq cos (7.3.4)

3 r2

Mit dem ﬁ-Operator in Kugelkoordinaten kann man daraus das elektrische Feld berechnen:
., - Op 10y 1 Op
E — _v —— it —»T i - I - —
v (37’6 +T8060+r~sin03¢6¢

Psind
7€ +0
,

—
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Daraus erhilt man zusammenfassend:

3gr(ﬁ gr) — ﬁ
r3

Die folgende Abb. 7.2 zeigt das Feld und Potential eines Dipols.

E= (7.3.5)

i 2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Abb. 7.2.: Feld und Potential eines Dipols: Oben und unten links sind die exakten Ergebnisse (numerische Rechnung
ohne Niherungen) aufgetragen. Unten sieht man die Ergebnisse, nach Gleichung (7.3.3) (Dipolndherung). In groBem
Abstand vom Ursprung stimmen beide Potentiale iiberein. In der Nihe des Urpsrungs fiihrt die Dipolnidherung zu
Abweichungen.

Befindet sich ein elektrischer Dipol in einem elektrischen feld E, so wirkt auf ihn das Folgende Drehmoment:

o

D= P X
und er weist die Folgende potentielle Energie aus:
Wel = _ﬁ . E

Dies fiihrt dazu, dass sich der Dipol immer parallel zu den Feldlinien ausrichten wird.
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7.4. Green’sche Theoreme

Bisher konnte mit (7.2.1) das elektrische Potential aus einer gegebenen Ladungsverteilung p berechnet wer-

den:
1)
= [ ——dV
v /|F—f’|

Dies entspricht im iibrigen formal einer Faltung der Ladungsverteilung mit dem Potential einer Punktladung und
geht fiir diskrete Verteilungen p = Z @0 (7—7") in eine Summe iiber Punktladungspotentiale iiber (Superpositions-

prinzip!). Oft sind aber andere Randbedmgungen gegeben. Neben der Ladungsverteilung in einem gewissen Gebiet
hat man dann noch die Potential- ¢, oder Feldverteilung E = —V<p in dem Gebiet gegeben. Dafiir sind aber die
Randbedingungen, die diese Felder hervorrufen nicht bekannt. Man nutzt dann die zwei Green’schen Identitéten
(4.0.4) und (4.0.5):

Satz 7.8 (Green’sche Identititen)
[ (ea0+(F0)-(F0)) av = [ 6(Fu)-ad= [ o (Fu) 4 (74.1)
Vv IS IS
/ (6AY + YAg) dV = / (¢Vep — V) - dA = / (¢Vp — V) - 7t dA (7.4.2)
\% S S

Dabei sind 1)(7) und ¢(F) zwei beliebige skalare Felder.

Desweiteren kann man noch folgende Differentialgleichungen ableiten: Setzt man E = —ﬁgo in das Gauf3’sche
Gesetz V - E/ = 47p ein, so erhilt man:

Satz 7.9 (Poissongleichung)

Ap(F) = V2(F) = —4mp(7) cgs-System (7.4.3)
Ap(7) = V2p(7) = _p0) MKSA-System (7.4.4)
€

Im ladungsfreien Raum reduziert sich diese Gleichung auf die Laplace-Gleichung:

Ap(7) = V() =0 (7.4.5)
Fiir die Poissongleichung erhilt man folgende einfache Form, wenn man nur das Potential ¢ = ﬁ einer
Punktladung betrachtet:
v? ! = —An6(F —7) (7.4.6)
|7 — 7] o

Nun setzt man folgenden Spezialfall in die Green’sche Identitét (7.4.2) ein:

1

=7

(G

¢

o = AYp=—-Ans(7—7), A¢=—4mp (7.4.7)
Es tritt dann ein term |, v @At dV auf, der sich mit Hilfe von (7.4.6) vereinfachen ldsst:

/(;SAde:—élw/qb(f')5(F—f")dV:¢(F*)Egp(F')
1% v

Dieser Term ergibt also das Potential im Raumgebiet und man erhlt insgesamt:

o= [ H0 L[ L2
|7 — 47

dA (7.4.8)
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7. Elektrostatik

Dabei ist % die Ableitung in Normalenrichtung 77 und lésst sich auch so schreiben:

dp(1)

o= i (V).

Das Potential im Raumgebiet V ist also bestimmt durch die Angabe der Ladungsdichte p, das von aulen aufge-
prigte Potential ¢ (.5) auf dem Rand S = 9V (Dirichelet’sche Randbedingung) und den Ableitungen a‘g—sf) des
Potentials auf S, also dem elektrischen Feld auf S (von-Neumann Randbedingung). Es lésst sich weiter zeigen,
dass eine der letzten beiden Randbedingungen ausreicht. Bei Angabe beider Randbedingungen ist das Problem
iiberbestimmt und u.U. gar nicht 16sbar.

Formale Losung der elektrostatischen Randwertprobleme durch Green-Funktionen: Zunichst soll (7.4.7)
etwas weiter gefasst werden. Das dort eingesetzte p = V—%'\ ist nur ein spezieller Vertreter der Klasse der sog.

Green’schen Funktionen G(7, 7). Diese Funktionen haben folgende Eigenschaften:

1. Sie erfiillen alle die DGI:

AG(F, ") = —4md (7 — 1) (7.4.9)
2. Symmetrie: G(7',7) = G(,T)
3. Darstellung:
- N\ 1 -
G(r,7) = T g(7,7) (7.4.10)

wobei g(7, 7") die Laplace-Gleichung erfiillt:

Ag(r,7) =0 (7.4.11)
Damit geht aber (7.4.8), also die Losung der DGI
Ap = —4mp
in die folgende allgemeinere Form {iiber:
. 1 o 00() OG(r, 1)
o(F) = /Vp(F')G(r,F’) av’ + y g [G(r,f') v w(W)T dA (7.4.12)

Die Funktion g stellt anschaulich das Potential einer Ladungsverteilung auflerhalb von V' dar, die die Randbedin-
gungen erfiillt (virtuelle Ladungsverteilung). Mit der Funktion g hat man nun eine zusétzliche Freiheit gewonnen,
die eingesetzt werden kann, um aus (7.4.12) entweder die Dirichelet’sche oder die von-Neumann-Randbedingung
zu entfernen, sodass die Losung eindeutig wird:

e Dirichelet’sche Randbedingung: Hier setzt man G(7, ) = 0. Damit erhélt man dann:

7es

o(F) = / o(FVGF ) V' — L 7[ i LN (7.4.13)
\%4 4m S aon’

Dies ist eine Losung des Problems, wenn man eine Losung der Laplace-Gleichung mit den Randbedingungen

1
- AN
90 T) =~ 7
kennt.
¢ von-Neumann-Randbedingung: Hier setzt man %Z’,m o= —%‘. Damit erhdlt man dann:
e
1 Ap(7
o(7) = (P + / ()G, ) AV’ + }{ o) 227 44 (7.4.14)
v dm Jg on’
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Dabei ist () ¢ der Mittelwert des Feldes auf der Oberfliche S, der durch Addition einer Konstanten auch zu
0 gewihlt werden kann (es konnen nur Potentialunterschiede gemessen werden!). Dieser Ausdruck 16st das
Problem, wenn man eine Losung der Laplace-Gleichung mit den Randbedingungen:

on’ T F o[-

dg (7, ™) a9 1
n Fes

kennt.

Dieses Kalkiil bringt insofern eine Vereinfachung, als die Randbedingungen jetzt nicht mehr von den speziellen
Randbedingungen abhingen.

Methode der Bildladungen: In einfachen Fillen kann man oft eine Ladungsdichte auflerhalb V' angeben, die ge-
rade die Randbedingungen des Problems im Volumen V erfiillt und so das Problem recht einfach 16sen.

7.5. Beispiele: Green’sche Theoreme

7.5.1. Geerdete Kugel im Feld einer Punktladung

iegelladung/g.-+ nktladung g

>V

b a
geerdete Kugel

Abb. 7.3.: geerdete Metallkugel und Punktladung

Man betrachtet eine geerdete Kugel (Radius R), neben der sich eine Punktladung ¢ im Abstand @ — R befindet
(sieche Abb. 7.3). Da die Kugel geerdet ist, liegt sie auf Erpotential 0 (¢(r) = 0 Vr < R). Es stellt sich nun die
Frage nach dem Potential ¢ auflerhalb der Kugel. Der Bereich um die Kugel wird also als Volumen V' bezeichnet,
in dem die Laplace-Gleichung

Ap(T) = —4nwd(z — a)

zu losen ist. AuBerdem muss die Losung ¢ die Randbedingung
(7] =k =0

erfiilllen. Zur Losung verwendet man die Methode der Spiegelladung. Man versucht also eine Ladungsverteilung
innerhalb der Kugel (also au3erhalb von V') zu finden, die die Randbedingung erfiillt. Die Symmetrie des Problems
legt einen Ansatz nahe, bei dem man eine Punktadung ¢ ins innere der Kugel legt (bei 7 = (b,0,0) mit b < R).
Das gesamte Potential mit einer solchen Ladung ist dann:

/

q q
P(f) = = +

|7 — aéy| |7 — béy]
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Damit gilt auf dem Rand der Kugel mit der allg. Darstellung 77 = 7 (77 ist ein normierter Normalenvektor auf die
Kugeloberfliache), dass 7= R und damit:

_ q ¢ q 7
PO ni=r = (R~ az] * A 05| [ ads] | b|BA—a]
Diese Gleichung wird durch b = RTZ und ¢ = —% gelost. Damit lautet das Potential auBlerhalb der Ku-
gel:
. q —Rq
SO(F')_ |77—aé'z| a|F— RT2€Z|

In Abb. 7.4 sieht man das Ergebnis:

Abb. 7.4.: Punktladung gegeniiber geerdeter Kugel

Entfernt man nun die Erdung und bringt zusitzlich die Ladung @ auf die Kugel, so wird sich die Ladung @ — ¢’ =
Q+ %‘1 gleichmiaBig auf der Oberfliche der Kugel verteilen. Dies bedeutet aber, dass sie so wirkt, als ob sie im
Zentrum der Kugel als Punktladung vorliegt. Das so erhaltene Potential hat also nur einen zusétzlichen Term der

Form einer Punktladung:

q —Rg Q+ e
Foaml e - R T A

p(r) =

Das Aussehen dieses Potentials ist in Abb. 7.5 gezeigt. Dass sich die mit der Restladung geladene Kugel tatsdchlich
wie eine Punktladung verhilt lisst sich etwa mit dem Gaul3’schen Satz und einer Integrationsfliche um die geladene

Kugel zeigen.

4t
4 F o e A A
-— — -— A A A
5| BN D
\? 2+ AN ‘j ~
/ ! \f
-~ A
O — 0Ot -
> SN
\ \
/ / /l /
-2t s -2t e -
- a— a— a—
- — - - -
an T~~~
_al -4} ‘ N S e~
-4 -2 2 4 6 -4 -2 4 6
Abb. 7.5.: Punktladung gegeniiber geladener Kugel
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7.5.2. Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

Die Laplacegleichung A®(7) = 0 hat in Kugelkoordinaten 7 = (r, ¢, 6) die Form:
1 6%(r®) 1 9 < a<1>) 1 0%°®

+ TZSiHQOW N

r Or? +r2sin939

sin 6 —

06

Man macht zur Lésung den Produktansatz: & = () P(0)Q(¢) und erhilt aus obiger Gleichung:

T

2U UQ d dP UP  d2Q
P Y 9 (gl i)
@ T o e (Sm d@) T 2 nZg dg?

=0

Man multipliziert mi Tzsgge und erhilt weiter:

2 2
r251n29[1dU+ ! d (sin@dPﬂJrldQO

U dr? " Pr2sinf df do Q d¢?
N—_——

Von ¢ hingt jetzt nur noch der letzte Teil der DGI ab. Also kann man mit m = const fiir Q(¢) die folgende DGI
abspalten und erhilt als Losung:

_ _ _Fimo
QW = —m = Q e
Damit ) im ganzen Winkelbereich 0 < ¢ < 27 giiltig ist, muss m € Z gelten. Aus dem ersten Teil erhdlt man mit
[ = const:
1 d*U 1 d dP 1
2 o2 . 9
= —— 4 —— .~ [sinfh - — = —
e {U dr? + Pr2sin® df <§1n de )] " sin? @

ﬁ d27U + 1 i sin @ @ — m2 =0
U a2 Psing a0 \""" a0 ) " sin2e|

=1(1+1) = —I(1+1)

Und damit die zwei separierten DGls:

d*U  I(1+1)
ﬁ - 7"2 . U == O
1 d P m?
sinf  df (mnﬁ dﬁ) i [l(l+ D sm20} =0

Fiir die erste DGl ergibt sich die Losung U; = A; - rtl 4 By rl—L.

Setzt man m? = 0, so erhilt man aus den obigen Uberlegungen die Losung der Laplace-Gleichung fiir Probleme
mit azimutaler Symmetrie. Die Losung ist dann nicht vom Winkel ¢ abhingig. Aus Der DGl fiir P ergibt sich
mit der Definition x := cos 6 die gewohnliche Legendre’sche Differentialgleichung:

% ((1 —a?). dl;g”)) +1(I+1) - P(x) =0

Daraus erhilt man die Losungsfunktionen P;(z) (I € Np):

_ 1 dl(xQ—l)l
Tl da!

P(x)
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Damit erhdlt man als Losung der Laplace-Gleichung fiir azimutale Symmetrie:

B(r,0) =Y [Alrl + Blr*l“)} - Py(cos 8) (7.5.1)
=0

Fiir Probleme mit sphérischer Symmetrie ist m € Z beliebig und man erhilt mit m := cos @ fiir P die zugeord-
nete Legendre’sche DGI mit den Losungen:

Da sowohl die P(x), als auch die (),,(¢) ein orthogonales Funktionensystem bilden, so ist auch Ihr Produkt
Y m (8, ¢) :==c- P"(cosf) - Qu(¢) ein orthogonales Funktionensystem. Mit der richtigen Normierungskonstante
c ergeben sich die sog. Kugelflichenfunktionen:

Yim(0,0) = . P"(cos @) - ™
1,m (0, ) i (amy 1 (cosh) - e
Sie haben folgende Eigenschaften:
e komplexe Konjugation:
Yi—m(0,0) = (=1)"Y;5,(6, 9) (75.2)
e Orthonormalitditsrelation:
2m ™
/ / Vi (8.6) - Yo (6,6) cos 6 dB dd = 5y - Sy (7.53)
$=0J0=0 —

= dQ)

o Entwicklung nach Kugelfliichenfunktionen: Eine Funktion ¢g(6,7) mit 0 < ¢ < 27 und 0 < 0 < 7 ldsst sich
nach Kugelflichenfunktionen entwickeln:

) l
9(0,0) = > AmYim(0,9) mit: Ay, :z/Ylj‘m(e,¢)-g(9,¢) dQ (7.5.4)

=0 m=—1

Damit erhdlt man als Losung der Laplace-Gleichung fiir sphérische Symmetrie:

[e%S) l

o(r0.6) =5 Y {Almrl +Blmr*<l+1>} Y (6, 0) (1.5.5)

=0 m=—1

7.5.3. Metallkugel im homogenen elektrischen Feld

Eine Metallkugel (Radius R) werde in eine anfangs homogenes elektrisches Feld Eo = FEye, gebracht. Die Frage
ist nun, welche Feldverteilung sich auBerhalb der Kugel einstellen wird. Man legt den Koordinatenurpsrung in
den Mittelpunkt der Kugel. Das Problem ist dann rotationssymmetrisch um die z-Achse. Man kann also (7.5.1)
als Losung der Laplace-Gleichung verwenden. Es bleibt dann noch die Bestimmung der Koeffizienten A; und B;.
Das Potential, dass zum konstanetn feld Eo fithrt ist o (7) = —Epz. Da der Einfluss der Metallkugel fiir z — oo
verschwinden muss, muss ¢ — o (z — 00) gelten. Mit der darstellung z = r - cos § von z in Kugelkoordinaten
erhilt man also:
p(r — 00) = —Egr cos
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Vergleicht man dies mit

o(r,0) = Z [An“l + Bzr_(l+1)] - Py(cosb),
1=0

so stellt man fest, dass nur Ay und A4; einen Beitrag liefern darf. Alle A; ;-1 miissen 0 sein, weil ¢(r, 6) sonst
divergieren wiirde. Der Term Byr~("1) = B, verschwindet in diesem Grenzfall. Mit Py(cos#) = 1 und
Py (cos @) = cos 8 folgt aus obiger Bedingung noch

AO =0 und A1 = —E()
Auf dem Rand der Kugel muss das Potential verschwinden, also gilt:

o(R,0)=0

Daraus erhilt man:

Il
o

B B B
o(R,0) = EO — Egrcosf + R_; cosf + R—;Pg(cos 0)+... =
Man erhilt also folgende Bedingung:

By =FEyR® und Bz =0

Damit hat das Potential auerhalb der Kugel folgende Form:

5 7.5

Abb. 7.6.: Metallkugel im homogenen elektrischen Feld

Die Oberflachenladungsdichte auf der Kugel ergibt sich tiber

1 a(p 3E0 9
- = = —— oS
4 Or|,_p  4rm

o(0) =
Das bedeutet, dass fiir x = 0, also an den Durchsto3punkten der z-Achse durch die Kugel die grofite Ladung
influenziert wird. Die Integration iiber die gesamte Kugeloberflidche ergibt aber o4 = 0, sodass die Ladungs-
erhaltung erfiillt ist. Eine geerdete Kugel wiirde sich also auch nicht anders als eine geladene Kugel verhal-
ten.
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7.6. Multipolentwicklung

Fiir das elektrische Potential gilt nach (7.2.1):

0@ = [ L1 o

|7 — |

Das Potential hingt also von einem Faktor ﬁ ab. Fiir groBe Abstinde Z — &’ > 1 kann man dies so entwi-

ckeln:
1 1 , 0 1 1
= — — — —_— 7.6.1
T " 77|, Z Ti Jax 8x' o7 (7.6.1
¢ =0
Man benutzt dann weiter
0 1 0 1 0 1 i
A= = = - Iy — = = f3 (7.6.2)
0x; | — ' |z 0 |7 —2'| |z, COwy 4] |Z]

und erhilt:

1 +z$ l'l
-2 al *I?’ #° |

Z (396 % {”'3> + .. (7.6.3)

Setzt man dies in die Beziehung fiir das elektrische Potential ein, so ergeben sich folgende Terme:

1.

Monopolmoment (Ladung):

©o(7) =7 ‘/ (&) d® ’:ﬁ (7.6.4)

Dabei tritt die Ladung Q = [ p(Z) d*z’ auf.

Dipolmoment:

— X = TP
01 (T) = Hg/x p(#) Pz = = |p (7.6.5)
X

Dabei wurde das Dipolmoment 5 = [ #’p(i") d3x verwendet. Formal ergibt sich also das Feld eines Dipols,
wie es in Abschnitt 7.3.7 berechnet wurde.

. Quadrupolmoment:

=\ 3x73xj_‘f|25ij 2 dBa’ 7.6.6
po() = Y L [ () (7.6.6)

—~ 27

Es gilt folgender etwas kompliziert anmutender Ausdruck:

— Z 3z x] |$| 5ZJ /|.§E’|2 6zp(f/) dgl'/
621" ’

Subtrahiert man diesen von (7.6.6), so erhilt man:

. 3r;x; — |T 2 0ij . 3x;x |6,
oald) = S 2B L0 [0ty 2 5)0(a) P L el TSP

ij 2|Z| ij 6|2’

Dabei wurde das sog. Quadrupolmoment Q;; = [(3z}x —|x’| 8;7)p(&') d3z’ verwendet. Es gilt Spur(Qi;) =

. 2 . .
0. Damit muss der Term  |Z]” d;; insgesamt verschwinden und man kann auch schreiben:

3T,
©o(T) = Z lejljj Qij (7.6.8)

Das sich so ergebende Potential entspricht demjenigen eines elektrische Quadrupols, also zweier antiparal-
leler Dipole.

Aus diesen ersten Termen der Entwicklung kann man dann zusammensetzen:
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Satz 7.10 (Multipolentwicklung) Das Skalarpotential einer auf |Z| < Ry begrenzten Ladungsverteilung liisst

sich fiir |Z| > Ry in folgender Weise entwickeln:

=51
¢<f>=|§|+”|;,|§,’+2§ Tt
Dabei sind:
Q= [ p(@) d*z’ Ladung
p= /flﬂ(fl) &’z Dipolmoment
Qij = /(335;93; = \f/|2 8i)p(T) APz’ Quadrupolmoment

In Kugelkoordinaten wird (7.6.9) noch etwas einfacher:

oD =3 3 g i 0.0)
Lo L 2z+1rl+1 4

Das Feld wird also in Kugelflichenfunktionen entwickelt. Dabei gilt noch:
i = [ 0@ Wi 0 )

Hierbei ist qo,0 = % die Ladung. Die | = 1-Terme enthalten das Dipolmoment usw.

(7.6.9)

(7.6.10)

(7.6.11)

(7.6.12)

(7.6.13)

(7.6.14)

Bei der Berechnung der Multipol-Entwicklung kann man Symmetrien des Systems ausnutzen. So verschwindet
etwa der Monopolterm, wenn eine gleiche Anzahl positiver und negativer Ladungen vorhanden ist. Der Dipolterm

verschwindet, wenn es zu jedem Dipol einen gegengleich gerichteten zweiten Dipol gibt.
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8.1. Elektrischer Strom

In diesem Abschnitt werden die stationdren Phinomene des magnetischen Feldes behandelt. D.h. weder die Strome
j, noch die Ladungsverteilungen p dndern sich mit der Zeit.

Definition 8.1 (Stromdichte, Strom) Die Stromdichte ist definiert als die Ladung dQ), die in der Zeit dt durch
die Fliche dA = 1i - dA flieft:
= dqQ
) =1 - 8.1.1
I G dA EHLD
Der elektrische Strom I durch eine Fliche F ist gegeben durch:
- - dQ - dl
1= - dA = = j = — 8.1.2
/F J = I= (8.1.2)
Bewegt sich eine Laungsverteilung p mit der Geschwindigkeit v, so gilt noch:
j=pv (8.1.3)

Die elektrische Ladung bleibt erhalten. Dies fiihrt auf die sog. Kontinuitédtsgleichung. Dazu betrachtet man ein
Volumen V und berechnet die zeitliche Anderung der Ladung:

_@:—i/pdvz/ jodA = /divjdv
dt dt v S=0V GauB-Integralsatz /v,

Dies bedeutet aber ncihts anderes, als jv (% + div ;) dV =0, oder:

Satz 8.1 (Kontinuitéitsgleichung)
0 .
a—?—s—divjzo (8.1.4)
Fiir die Magnetostatik folgt also:
divj =0,

da sich die Ladungsdichte p nach Voraussetzung nicht dndert.

8.2. Kraftgesetz und Feldgleichungen

Grundlage der Elektrostatik war das Coulomb-Gesetz, das die Kraft zwischen zwei Ladungen beschrieb. Im Falle
der Magnetostatik iibernimmt diese Rolle das Ampere’sche Gesetz, das die Kraft zwischen zwei stromdurchflos-
senen Leiterschleifen beschreibt:
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Satz 8.2 (Ampere’sches Gesetz)

Die Kraft zwischen den zwei in der obigen Abbildung gezeigten Leiterschleifen C und Cs, die von den Stromen

11, Is durchflossen werden ist:
_,12 uojl]g% % d7’1 >< dTQ X 7“12) (821)
C1 JCy

7"12

Dabei ist j1g = 4m - 1077 Y5 ~ 1.2566 - 106 5.

Aus (8.2.1) heraus kann man nun das magnetische Feld B (7) definieren:

Definition 8.2 (Magnetische Induktion, Biot-Savard-Gesetz)

= 1 dry X 77 1
By() = 3% 8P XGp (8.2.2)
¢ Jo, Oy T12
Daraus berechnet sich dann die Kraft zu:
Fio=1 Ay x By(7) (8.2.3)

C

Etwas allgemeiner gilt das Biot-Savard-Gesetz: Bei gegebener Stromdichte j ergibt sich das magnetische Feld B
u:

. 1 /- =
B(@) = 7/3'(77') x % 3’ (8.2.4)

Damit berechnet sich die Kraft auf eine zweite Stromverteilung 5'2 (7) wirkt:

_ / G x B@)] d*r (8.2.5)

Dieses Biot-Savard-Gesetz (8.2.4) lasst sich mit folgender Beziehung weiter umformen:

VFX

Damit gilt dann weiter:

Das magnetische Feld ist also ein Rotationsfeld und somit quellenfrei (div B = 0). Der allgemeine Zerlegungssatz
(5.0.1) liefert dann noch rot B = puoj

Die magnetischen Felder B verhalten also sich nach folgenden Gleichungen:
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Satz 8.3 (magnetostatische Feldgleichungen)
divB(@) =V -B() =0 (8.2.6)

Dies bedeutet anschaulich, dass es keine Quellen oder senken des magnetischen Felde gibt. Es gibt also keine
magnetischen Monopole und Nord- und Siidpol treten immer in raumlich enger Korrelation auf.

. o 4 - . .
rot B(F) =V x B(F) = —j(F) bzw. 1ot B = poj (8.2.7)
c
Das magnetische Feld wird also von elektrischen Stromen erzeugt. Es handelt sich um ein divergenzfreies Rotati-

onsfeld. Mit Hilfe des Stokes’schen Satzes (4.0.6) folgt noch die integrale Darstellung von (8.2.7):

/ B-di= MO/ 7-dA = pol (8.2.8)
C=0F F

8.3. Vektorpotential

Analog zum elektrischen Skalarpotential fithrt man ein Vektorpotential fiir das magnetische Feld B ein:

Definition 8.3 (magnetisches Vektorpotential)
B=rotA=-VxA (8.3.1)
Dieses Potential ist invariant unter Eichtransformationen. Fiir eine beliebige Skalare Funktion x () gilt:
B =rot A = rot A’ = rot(A + grad x) (8.3.2)

Nutzt man die Lorentz-Eichung div A =0, die X festlegt, so erhdlt man analog zur Poisson-Gleichung:

MA@ = -T3@)  bow  AAE) = —mof(@) (833)

Damit kann man folgenden Ausdruck fiir das magnetische Potential angeben:

, 1 [ (& - i@
Az =2 / J(z2,| B’ bow. A@F) =12 / ICORpN (8.3.4)

7 — 7 T ) T2

Die DGI (8.3.3) kann man beweisen, wenn man (3.4.3) verwendet und auf B = V x A anwendet:

=0n.V.

Mit (8.3.3) ist die Magnetostatik formal gleich aufgebaut, wie die Elektrostatik, mit dem Unterschied dass man
nicht eine Differentialgleichung zu 16sen hat, sondern drei gekoppelte Differentialgleichungen.

8.4. Multipolwicklung und Dipolmoment

Die Multipolentwicklung aus der Elektrostatik ldsst sich formal auch fiir die Magnetostatik iibernehmen. Der
Monopolterm entfillt hier aber, da es ja wie bereits erldutert keine magnetischen Monopole gibt. Dies lésst sich
aber auch mathematisch beweisen. Es gilt:
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Satz 8.4 (Multipolentwicklung der Magnetostatik) Das Vektorfeld einer auf |Z| < Ry begrenzten Stromdich-
teverteilung j ldsst sich fiir |Z| > Ry in folgender Weise entwickeln:

= UXT
Az) =2 E2T

— (8.4.1)

Dabei sind:

i = ,/7:* x j (™) d3r magn. Dipolmoment (8.4.2)

Befindet sich ein magnetischer Dipol in einem dufleren Feld B so wirken auf ihn Krifte (und damit auch Drehmo-
mente):

Satz 8.5 (Magnetische Dipole /i in duBleren Feldern) Der Dipol [i liege in ¥ = 0, bzw. es liege eine rdumlich
um i = 0 begrenzte Stromverteilung mit Dipolmoment i vor. Dort befinde sich auch ein értlich schwach variieren-
des Magnetfeld B. Auf den Dipol wirkt dann folgende Kraft F' und folgendes Drehmoment D:

F=Vl[i-B]|., D=jxB(F=0) (8.4.3)
Die potentielle Energie eines solchen Systems ist:
Winagn. = —ii - B(0) (8.4.4)

8.5. Beispiele

8.5.1. Homogenes Magnetfeld

Ein homogenes Magnetfeld hat die Form B = Byé.. Es zeigt hier 0.B.d.A. in z- Rlchtung Die Frage ist nun,

wie ein Vektorpotential fiir ein solches Feld aussieht. Man sucht also ein A mit B = Bye, = rot A. Es
gilt:

A 0A, 8A L 0A, 8Az o4 0A, 8A _ B

ro = € e = €,
Oy 0z 9z oz )Y oz Oy 0

Daraus folgen drei Bedingungen:

04, 04, 04, 0A, B 0A, 8Az

oy 0z 0z Oz 0= oz oy
Setzt man nun A, = 88 0und By = 6£y

Bedingungen:

8.5.2. Magnetischer Dipol

Man betrachtet die Multipolentwicklung einer kleinen Ladungsverteilung, also deren Feld (Vektorpotential) in
groB3en Abstand. Der Monopolterm verschwindet, sodass noch der Dipolterm zu berechnen bleibt.

o Hilfssatz: Zunichst soll ein Hilfssatz der Magnetostatik hergeleitet werden. Wegen divj = 0 gilt fiir belie-
bige skalar- oder vektorwertige Funktionen f(7):

0= [ 1)) = [1950)-T)
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8. Magnetostatik

Dies folgtaus V- (f7) = (Vf)-5+ f(V-J) und dem GauB’schen Satz, mit dem man erhilt [V -(f) dV =
/. v f]- dA. Das letzte Integral ergibt 0, weil alle physikalisch sinnvollen Stromverteilungen im unendlichen
gegen 0 gehen und der Rand OV im unendlichen liegt.

e Monopolterm: Mit diesem Hilfssatz kann man zunichst nochmals zeigen, dass der Monopolterm ver-
schwindet:

A = 42 [
Hieraus folgt sofort Ay = 0, wenn man im obigen Hilfssatz f = 7 setzt, denn dann ist V - f = (1,1,1)".

e Dipolterm: Es bleibt jetzt also noch das Integral

T /- F =2 — =2
Ay = o [ G a = s [ier e a

zu berechnen. Man nutzt wieder den obigen Hilfssatz und setzt dabei f () = 7, 7;. Damit erhilt man dann:

= . . ) ) ) 1 ) )
V(rpr)) =rjex + e = /(’I“;jk + ) T = /rl’jk A3 = 3 /(rl’jk — i) d*r’

Damit folgt weiter:

. 1 . .
Zh/ﬁ]k d*r’ = §Zrl/(7“f]k—7“§dz)d37"/
1 1

Dies entspricht aber gerade dem Integral in Ay und es gilt weiter:

B 1 o, Lofonz o 1 %
A = “‘;13.5 Z” /(T;]k—T;C]l) A /[( ™) j—7 (7)) d°r' = Ho irx/(?’xy) &>
!

or | or |7 2

Setzt man also wie in (8.4.2) i = 5 [ 7 x 7 () d®r, so bleibt:

PRI
4 |

Daraus kann man nun das magnetische Feld B berechnen. Die etwas langliche Rechnung ergibt:

5o Ho [3(T- T
47 rd r3

Das magnetische Dipolfeld in Dipolnidherung hat also die selbe Form, wie das elektrische Dipolfeld in der
selben Niherung (siehe Abschnitt 7.3.7).

Betrachtet man eine Leiterschleife, wie in der Abbildung oben, so kann man leicht deren magnetisches Moment
berechnen. Der Strom flieBt entlang einem unendlich diinne Weg C, man kann also ersetzen j d®r = I d7. Es gilt
dann:

1 - I
ﬁ:f/r"xj(vz')d?’r:g/FXdF:IF

Dies gilt, weil |77 x d7] = 2 - dA gilt (siehe Zeichnung).
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8. Magnetostatik

8.5.3. Stromdurchflossene Spule

Man betrachtet eine stromdurchflossene Spule, die sich unendlich in z-Richtung ausdehnt.Wegen der unendlichen
Ausdehnung ist das Feld auBerhalb 0.

Integrati on&c

weg

> N, Windungen

[HAF
YUY

Abb. 8.1.: idealisierte Spule

Mit (8.2.8) kann man entlang dem in Abb. 8.1 eingezeichneten Weg integrieren. Auf der linge [ flieSt der Strom [
N; mal durch die Integrationsflache. Die Symmetrie des Systems legt nahe, dass das Feld im inneren homogen ist.
Man kann also rechnen:
Ny

l
Ein anderer Weg zur Berechnung dieses Ergebnisses ist dieser: Man geht von dem magnetischen Feld einer
einzelnen (kreisformigen) Leiterschleife aus (siehe Abschnitt 8.5.2). Nun integriert (oder summiert) man iiber
sehr viele dieser Leiterschleifen. Mit entsprechenden Naherungen erhdlt man auch so ein homogenes Feld, wie
oben.

j{l;-d§’:|B|~Z:u0-Nl-I = ’E‘:uol

8.5.4. Stromdurchflossener Draht, Ohm’sches Gesetz

Spannung U, Spannung U,
€ Lange L

»
»

9

/

Flache

Abb. 8.2.: Stromdurchflossener Draht

In einem Draht mit dem Querschnitt F' fliet der Strom I. Der Draht bestehe aus einem Material der Leitfidhigkeit
o= %, wobei p der spezifische Widerstand ist. Damit ergibt sich die Stromdichte

ol

0A

Somit ist das elektrische Feld im Draht festgelegt und es muss zwischen oberem und unterem Ende eine Span-
nungsdifferenz U = U, — U; = E'L herrschen. der flieBende Strom ist

I:F‘j" :FU‘E‘.
Der Ohm’sche Widerstand ist gegeben durch:

g U_EL L L
T FoE oF "F

Hier gilt das
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8. Magnetostatik

Beziehung:
U=RI j=0E & E=pj

L

Dabei ist L die Linge und F' der Querschnitt des Leiters.

Dabei ist 0 = % die Leitfihigkeit. Der elektrische Widerstand ergibt sich zu:

Satz 8.6 (Ohm’sches Gesetz) Das Ohm’sche Gesetzt setzt Feld und Stromdicht, bzw. Spanung und Strom in

(8.5.1)

(8.5.2)
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9. Maxwell-Gleichungen und
Lorentz-Kraft

In den folgenden Kapiteln soll die Elektrodynamik ausgehend von den Maxwell-Gleichungen aufgebaut werden.
Dieser Ansatz entspricht nicht unbedingt dem iiblichen Vorgehen in Lehrbiichern und Vorlesungen, in denen die
Maxwell-Gleichungen besser motiviert werden. Hier werden sie nur eingefiihrt und motiviert. Eine ausfiihrliche
Erlduterung der statischen Gleichungen ist ja schon in den Abschnitten 7 und 8 erfolgt. Man beginnt also mit dem

wichtigen Satz:

um. Die linke Spalte stellt die Gleichungen im cgs- und die rechte Spalte im MKSA-System dar.

Man kann diese Gleichungen auch in integraler Form anschreiben:

jf E(7t) - dA = 4x / p(7,t) dV = 4w Q(t)
oV

v

. 1 B(F, .
f{ E(M.dg:_,/m.cm
OF r Ot

Dabei ist

der Maxwell’sche Verschiebestrom.

= = 7t

div B(7,t) = 4np(7, ) div B(7, 1) = 200
€0

- 10B(vr,t . B(ur,t
nmE@ﬁ):428 SZ’) nmE@J):—a g?)
div B(7,t) = 0 div B(7,t) = 0

L 10E(F,t)  Am, L 1 OE(7 t -
rot B(7, ) = - 20D | M rot (7, 1) = 5 oD 4

Satz 9.1 (Maxwell-Gleichungen) Die folgenden Gleichungen (1)-(IV) sind die Maxwell-Gleichungen im Vaku-

@

(IT)
(II0)

av)

s)

(1)

(1)

(IVy)

9.1)

Die Maxwell-Gleichungen spiegeln experimentelle Erfahrungstatsachen wieder. Man fasst diese iiblicherweise in

den folgenden Gesetzen zusammen:

(I;) GauB’sches Gesetz:Der elektrische Fluss

Dy=¢ EFt)-dA
ov

durch eine geschlossene Flidche ist proportional der in ihr enthaltenen Gesamtladung Q).

9.2)

(II;) Faraday’sches Induktionsgesetz: Ein sich auf der Fliche F' dnderndes magnetisches Feld induziert ein
elektrisces Feld, das um die Richtung des der zeitlichen Anderung zirkuliert (Wirbelfeld, nicht-konservativ!).
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9. Maxwell-Gleichungen und Lorentz-Kraft

Die so induzierten Strome wirken dem erzeugenden Magnetfeld entgegen (Lenz’sche Regel). Dies bedeutet
auch, dass ein sich zeitlich dnderndes Magnetfeld eine elektrische Spannung

. 1 d® pagn(t)
t) = E(F 1) -dsg= — - men?) 3
Ut) = § Bl di=— 03
induziert. Dabei ist
Dpgen (1) = / B(7t)-dA 9.4)
F(t)

der magnetische Fluss durch die (zeitlich variable) Fliche F'(¢).

(III;) Es gibt keine magnetischen Monopole: Dieses Gesetz besagt, dass es keine Quellen- und Senken des

magnetischen Feldes gibt. Es kann also auch keine magnetischen Monopole geben.
(IV;) Maxwell’scher Verschiebestrom, Ampere’sches Gesetz: Der Verschiebestrom fv(ﬁ t) = 4w% wur-
de von Maxwell in die Gleichungen eingefiihrt, da das Gleichungssystem sonst im Widerspruch zur Konti-
nuitétsgleichung steht. Aulerdem wiirde mit jv = 0 im Ladungs- und Stromfreien Vakuum (p = 0,5’ =0)
folgen, dass sowohl E, als auch B rotations- und divergenzfrei sind und somit identisch O (siehe Abschnitt
5). Damit wiren aber keine elektromagnetischen Wellen im Vakuum moglich. Aulerdem besagt diese Glei-
chung, dass ein Strom I(t) = [}, (7, t)-d A ein magnetisches Feld induziert, dessen geschlossene Feldlinien
um den Strom zirkulieren.

Es bleibt noch zu bemerken, dass die Maxwell-Gleichungen einen Satz von linearen, partiellen Differentialglei-
chungen darstellen und somit das Superpositionsprinzip fiir ihre Losungen anwendbar ist. Dies wurde in den Ab-
schnitten 7 und 8 schon diskutiert.

Die Theorie wird durch ein Kraftgesetz vervollstiandigt, das angibt, wie sich die Kraft auf eine bewegte Probeladung
q aus den Feldern berechnet:

Satz 9.2 (Lorentz-Kraft)

; WWB(T”) Fulon,t) = - (B@0 +90 % BE) 3

ﬁL(vr, t)y=gq- (E(’I‘,t) +

Links steht die Formel in cgs-, rechts in MKSA-Einheiten. Die Ladung bewegt sich mit der Geschwindigkeit v = 7
durch den Raum.

Die Kraft durch das Magnetfeld (U x B ) steht senkrecht auf Bewegungsrichtung und Magnetfeld der Ladung,
sodass sie keine Arbeit an dem Teilchen verrichtet.

Als letzte wichtige Gleichung der Elektrodynamik soll noch die Kontinuitétsgleichung dargestellt werden, die die
Ladungserhaltung wiedergibt. Es zeigt sich, dass sie aus den Maxwell-Gleichungen ableitbar und somit mit diesen
vertréglich ist.

Satz 9.3 (Kontinuititsgleichung)
Ip(r,t)

5t divj(7,t) = 0 (9.6)
Diese Gleichung hat in cgs- und in MKSA-Einheiten die selbe Form. Man kann sie auch in integraler Form dar-
stellen:
d . - =
— [ p(F,t)dV = — Jj(rt) - dA (9.7)
dt Jy oV
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10. Energie- und Impulssatz

10.1. Energiesatz

Dieser Abschnitt widmet sich dem Energieerhaltungssatz fiir das elektromagnetische Feld. Dazu geht man von
einem punktférmigen Teilchen der Ladung g, das sich in einem elektromagnetischen Feld (F, B) mit der Ge-
schwindigkeit 7 = 7" bewegt. Auf das Teilchen wirkt dann die Lorentzkraft (9.5):

- . #xB
FL_q.<E+W >

c

Wie bereits im letzten Kapitel erldutert wurde leistet nur das elektrische Feld Arbeit am Teilchen, sodass man die
infinitesimale Energiezuname dW bei einer Verschiebung um dr” erhélt:

dW = F -dF = qE - d7 (10.1)
Geschieht diese Verschiebung in der Zeit dt, so entspricht dies der folgenden Leistung:

dW L dr -
— =qF - — =qF -7 10.2
dt q dt q v (10.2)

Geht man nun zu kontinuierlichen Ladungsverteilungen p(7, ) iiber, so bleiben obige Uberlegungen giiltig und
man erhilt zunidchst die ,,Kraftdichte* (Kraft/Volumen):

f(ﬁt>=:p01t>~(Ekﬁt)+-5“it)XB(ﬁt)> (10.3)

Daraus kann man die Leistungsdichte f - v und schlieBlich durch Integration die gesamte Arbeitsleistung im Volu-

men V berechnen:
dW

dV dt

Nun nutzt man die Maxwell-Gleichung (IV), und stellt diese etwas um:

[ﬁxé 16E] _

L Lo AW Lo
a )y

- C
J= 7=

4z S cot

Es gilt dann (mit (3.4.7) im zweiten Schritt):

— — — — o) — = — — — ]. — aE
M:i/ Gx5-15.%E V:L/{B-VXE—dlv(ExB)—fE~— %
dt dr Jy c ot ar )y, —— c ot
=148
Man erhilt also insgesamt:
dw ¢ [[ls 0B 1 OF o
—_ = -B-—+-FE - — +div(E x B)| dV 10.5
dt 4 V[c 8t+c 8t+ (B x B) (10.5)
Man definiert nun:
Definition 10.1 (Poynting-Vektor)
§= (€ x B) (10.6)
4




10. Energie- und Impulssatz

Definition 10.2 (Energiedichte des elektromagnetischen Feldes)

1 (E? + B?) (10.7)

WEM = 5=
us

Mit diesen beiden neuen GréBen kann man nun (10.5) umformen:

— =— | |=B +—E —+—div(ﬁx§)} dV:—/ +divS dvz/j.ﬁdv
dt v\ ot v

aw /[1483 1 - 0E Dwem
v Ldm ot Arm ot Arm
(10.8)

Es gilt also der folgende Satz:

Satz 10.1 (Poynting Theorem: Energiesatz der Elektrodynamik) Fiir eine beliebiges EM-Feld gilt die folgen-
de Kontinuitdtsgleichung:

ow EM

ot

— dlw § _ aWmech aWEM

ot <~ ot ot (109

+div§=—j-ﬁ=—

Dabei ist 1
_ (gL
WEM o ( aF )

die elektromagnetische Energiedichte und

aWmech > =
= E
ot J

die zeitliche Ableitung der mechanischen Energiedichte des Feldes. Der Poynting-Vektor ist

C

S=—(E x B).

1 (ExB)
Der Poynting-Vektor reprdsentiert also die Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes. Er zeigt in die
Richtung, in die die Energie im Feld transportiert wird.

Mit Hilfe des Gauf3’schen Satzes kann man das Poynting-Theorem auch so formulieren:

d .
d—(EmmHEEM):—]f .44
14 oV

Die Anderung der Energie (mechanisch + Feldenergie) in einem Volumen V ist gleich dem Energiefluss durch
dessen Oberfliche OV. Wird V unendlich groB, so befinden sich die betrachteten Ladungen und Felder vollstindig
innerhalb V' (physikalisch sinnvolle Felder sollten im unendlichen gegen 0 gehen) und man erhilt die Energieer-
haltung, weil in obiger Formel der Fluss durch OV null wird.

10.2. Impulssatz

Der Impulssatz der Elektrodynamik folgt ebenfalls aus der Lorentz-Kraft (9.5) fiir eine Punktladung ¢:

m'}':’: dp[;mh :ﬁL:q~ <E+UXB>
[

Betrachtet man nun eine Ladungsdichte p, so folgt aus obiger Gleichung:

i - UxB
Pmech :/p. <E+UX > dv (10.1)
t v C
Wie im letzten Abschnitt wird nun die Ladungsdichte und die Stromdichte mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen (I)
und (IV):
1 . = - = 10E
=—divE = — tB— ——
P= e <ro c Ot )
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Man erhélt dann aus (10.1):

e 1 L 1lec . 10E .
— E. |E+-— B—--— B =
ranaly le + e rot T X dV
1 ﬂ L . . 10E =
= g’ E-(divE)—i—(rotB)xB—EExB dV (10.2)
Man nutzt nun zwei mathematische Tricks. Zum einen addiert man (div B ) - B = 0 (gilt nach (IIT)). Zum anderen
nutzt man
0 = 5 OE 5 - OB
—(ExB)=—XxB+FEx —
g BB =gy xBHEx
Es ergibt sich dann:
dﬁmech 1 = = 1= 8§ 10 = —
= — E B)-B ByxB+-Ex ——-—(FxB =
. g (div E) + (div B) - B 4 (rot B) + SEx o 315( x B)| dV
! (div E) + (div B) - B + (rot B) x B — E x (rot E) 18(Ex§) dv (10.3)
= — iv iv - -
a 4 c ot

Dies ldsst sich noch umstellen:

1
An

dﬁmech d 1 ~

T e (Ex B av = [E (div E) + (div B) - B + (rot B) x B — E x (ot E)} %

(10.4)

Man definiert nun:

Definition 10.3 (Impuls(dichte) des elektromagnetischen Feldes) Der Impuls des elektromagnetischen Fel-

des ist: .
. 1 = = S

Pem=-— | (ExB)dV = [ = dV (10.5)
dme |y v 2

Dabei ist S der Poynting-Vektor und man kann CQ; als Impulsdichte des EM-feldes bezeichnen.

Das rechte Integral in (10.4) lédsst sich als Divergenz des Maxwell’schen Spannungstensors T;; schreiben (oh-
ne Beweis). Mit der Einstein’schen Summenkonvention kann man dann schreiben (fiir die ¢-te Komponente der
Impulsableitung/Kraft):

T,

D e+ ]y, = = [ 2
dt Pmech T PEM|; — 47T ax

8ii =0 = 1
{EE + B;B; —2‘J(E2+B2)} av = — dv  (10.6)

Zusammenfassend erhilt man also:
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Satz 10.2 (Impulssatz der Elektrodynamik) Fiir eine beliebiges EM-Feld gilt der folgende Impulssatz:

3
d . 1
= Pmecn + Peul; = - dlv )= o= Z:: Tij (10.7)
Dabei ist .
S 1,2 =
D = — = — B
PEM =2 = Zre ( ~ )
die elektromagnetische Impulsdichte und
aﬁ’mech = 1 =
=pE+-jxB
ot + = x

die zeitliche Ableitung der mechanischen Impulsdichte des Feldes. Der Poynting-Vektor ist

—

cC , = _,
S=—(F x B).

1 (ExB)
Der Maxwell’sche Spannungstensor ist definiert durch:

1 oo o
Ty = o EEk+BBk—%(E2+BQ) (10.8)
T

Interpretiert man den Spannungstensor als Impulsstromdichte, so kann man (10.7) wieder als Kontinuitdtsglei-
chung auffassen.

Zur Interpretation des Spannungstensors: Man kann den Ausdruck
3
Y Tin;-AA & K=-Tii-AA
=1

als i-te Komponente einer Kraft durch das Feld auf die Fliche A A auffassen (77 = (n1,n2,n3)* ist deren Norma-
lenvektor). Wird die Strahlung des Feldes nun von einem (geschwirzten) Flachenelement dA = m - A A absorbiert
(m = Normalenvektor), so fithrt dies zum Betrag der Kraft (Normalkomponente)

K== TynmAA & K=—(Td) m-AA
Diese bedeutet aber einen Strahlungsdruck von

PSlrahlung E E]nzng = TTL)

Dies bedeutet, dass durch ein Strahlungsfeld neben Energie auch Impuls auf einen Absorber iibertragen werden
kann. Ein Beispiel hierfiir ist der Schweif eines Kometen, der durch den Strahlungsdruck der Sonne von dieser
weggedriickt wird. Der Energietibertrag wird beim Kometen dadurch sichtbar, dass sich Staub und Wasserdampf
von seiner Oberfliche 16st (Aufheizen in Sonnennihe).

[ =

Abb. 10.1.: Schematische Skizze zur Schweifbildung bei Kometen

(© 2004-2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)


http://www.jkrieger.de/

11. Skalar- und Vektorpotential in der
Elektrodynamik

11.1. Definition

Analog zum Ansatz in der Elektro- und Magnetostatik definiert man (etwas erweitert):

Definition 11.1 (Vektorpotential /_1', Skalarpotential )
B(7,t) = rot A(7, 1) (11.1.1)
. 1 QA(7
E(F,t) = — <gradg0(F, t) + - (,(;; )> (11.1.2)

Diese Definition erfiillt offensichtlich die homogenen Maxwell-Gleichungen (IT) und (III). Setzt man sie in die
inhomogenen Gleichungen ein, so erhilt man Differentialgleichungen, fiir die Potentiale. Es bleiben dabei zwei
Gleichungen zweiten Grades, statt vier Gleichungen ersten Grades iibrig:

€%+19dw1:—np (11.1.3)
c ot
e 1024 (o - 10p 4rr -
21 L _ N s i L 11.1.4
v c? ot? ViVAT c Ot ¢’ ( )

Ebenso wie die Maxwell-Gleichungen sind auch diese DGls gekoppelt. Die Potentiale sind aber nicht eindeutig
und enthalten somit gewisse ,,Eichfreiheiten®, die genutzt werden konnen, um (11.1.3) und (11.1.4) zu entkoppeln.
Dazu definiert man zunéchst:

Definition 11.2 (Eichtransformationen)

A— A = A+ grady (11.1.5)
1

ol = LN (11.1.6)
c Ot

Dabei ist x (7, t) eine beliebige skalarwertige Funktion.

Setzt man solche mit einem beliebigen x (7, ¢) transformierte Potentiale in die Gleichungen (11.1.1) und (11.1.2)
ein, so sieht man sofort, dass sie unabhéngig von x die selben Felder beschreiben. Zu jedem gegebenen EM-Feld
E, B gibt es also eine ganze Klasse von Potentialen, die dieses beschreiben. In der Elektrodynamik sind diese
Potentiale nicht direkt messbar, sondern nur ihre Wirkung (Felder). Sie werden deswegen als ,,unphysikalisch*
angesehen und nur als mathematische Vereinfachung betrachtet, indem man die Funktion x(7,¢) nutzt, um die
Bestimmungsgleichungen zu vereinfachen. Man kann die Eichtransformationen weiter in Unterklassen unterteilen.
Die beiden wichtigsten werden im Folgenden definiert und vorgestellt.
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11. Skalar- und Vektorpotential in der Elektrodynamik

11.2. Coulomb-Eichung

Definition 11.3 (Coulomb-Eichung (transversale Eichung))

divA =0 (11.2.1)

Damit geht (11.1.4) direkt in die Poisson-Gleichung iiber:

_y
t

A(p = —47Tp = L,O(F, t) :/ p_g’l" )_7) d37“/

v |7 =7

Aus dem Satz (Zerlegungssatz) folgt, dass man die Stromdichte ffolgendermaﬁen zerlegen kann:

- o di 1 t
=14 j: = grad / wj d3 "] +rot / rot j d3r’
Cdrm fy |7 - Cdrw fy [P =7

Man kann nun die Losung der Poisson-Gleichung mit der Kontinuitétsgleichung kombinieren und erhilt so:

o Ap(7 ,t
dp(r,t) _ O )d3 / le] dd /
174 ‘F_fq 315 174 ‘F_fq d/’—fdlv‘] |

Bildet man nun den Gradienten auf beiden Seiten dieser Gleichung, so ergibt sich im Vergleich mit dem Zerle-
gungssatz:

dp
di ——4
1v 8t Wi

Mit diesen Ergebnissen kann man nun auch 11.2 weiter umformen und die Bestimmunsgleichungen der Potentiale
so entkoppeln:

VA4 =

o 1 924 -
- = V( ¢ ot

R o1 A7 o 47 - 47 - a7 >
V2A 2 e &’D) _ 273 = > T~
C

J
c c c c

Man erhilt also zusammenfassend:

Korollar 11.1 (Potentialgleichungen in Coulomb-Eichung) In der Coulomb-Eichung entkoppeln die Potenti-
algleichungen zu:

Ap = —4mp (11.2.2)
.o 1824 dAr-

2 - 7
VA — ZoE ot (11.2.3)

dabei ist ft die transversale Komponente der Stromdichte:

= 1
Je (7, 1) :rot( / |r0 i d>r ')

Dies erkldirt auch den Namen transversale Eichung.

Es bleibt zum Schluss noch zu zeigen, dass eine solche Eichung tatsichlich existiert. Dazu berechnet man die
explizite Form der Eichfunktion x (7, t):

V- A=V-A+Vx=0 = V>=-V-4

Diese DGI. hat wieder die Form der Poissongleichung. Man kann damit sofort ihre Losung angeben:

1 Vo At
x(ﬁt):f/ KL GEL N (11.2.4)
47T 1%

7= 7|
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11.3. Lorenz-Eichung

Definition 11.4 (Lorenz-Eichung)

> 10p
ivA+ -—— = 11.3.1
div A + =5t 0 (11.3.1)

In dieser Eichung sieht man sehr leicht, dass die Potentialgleichungen (11.1.3) und (11.1.4) in eine symmetrische
Form iibergehen:

Korollar 11.2 (Potentialgleichungen in Lorenz-Eichung) In der Lorenz-Eichung entkoppeln die Potentialglei-
chungen in der einfachen, symmetrischen Form (inhomogene Wellengleichungen):

1 0° L "
1 02 205 N 4m -,
(A—CQW>J(TJ) __7.](7‘70 (11.3.3)

Nun soll noch die explizite Form der Eichfunktion x(7,¢) berechnet werden, um auch fiir die Lorenz-Eichung zu
zeigen, dass sie tatsichlich existiert:
4 10p 10°x

:_’-A' V& -5, ~ "9 A, —
v +VX+cat c? Ot? 0

.1
AL
v +cat

Daraus erhélt man dann folgende inhomogene DGI fiir x:

- 1 02 - 109y
R A WO 1oy
(V c? 8252) X (leA+ c 375)

Hierbei handelt es sich (bei gegebenem fT, ) um eine inhomogene Wellengleichung. Thre Losung ist also nicht
eindeutig, da man eine beliebige Losung A der homogenen Wellengleichung

- 1 62
2
<Vc26t2)A

zu jeder Losung x addieren kann. Es existiert aber eine Losung fiir y, was fiir den Beweis der Existenz der Lorenz-
Eichung geniigt. Aufgrund der Struktur der Eichtransformation kann man die Lorenz-Eichung immer so ausfiihren,
dass (7, t) = 0 gilt.

11.4. Losung der Potentialgleichungen, Retardierte Potentiale

Mit der Lorenz-Eichung wurde die Losung der Maxwell-Gleichungen auf die Losung von inhomogenen Wellen-
gleichungen zuriickgefiihrt. Diese wurde aus mathematischer Sicht in Abschnitt 6 besprochen. Dort ergibt sich die
Losung einer inhomogenen Wellengleichung als Summe aus der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung
und einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung. Da man hier nur an reellen GréBen (physikalisch sinn-
volle Observable) interessiert ist, benutzt man den Ausdruck (6.1.6) fiir die allgemeine Losung der homogenen
DGl:

Korollar 11.3 (Lésung der homogenen Potentialgleichung)

Chom(F, 1) = / 43k / dw @(k)eiFr=w®)) (11.4.1)
Ay (7, ) = / 43k / dw A(R)eiFr—ew@) (11.4.2)
Die Fourier-Koeffizienten 95(1;) und /:1'(12) bestimmen sich dabei aus den Anfangsbedingungen und der Lorenz-

Eichung (11.3.1).
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Auflerdem erhilt man fiir die Green-Funktion der inhomogenen Losung folgendes Ergebnis:

1 AT AT
G(F,t,F',t’):m_] [5(At—| 4') 6<At+| j)] At=t—t, AF=7—7
r

Die zweite §-Funktion in diesem Term kann nur fiir At = ¢ — ¢ < 0, einen Beitrag liefern. Dies macht aber
physikalisch keinen Sinn, da es bedeuten wiirde, dass ' > ¢, also der Zustand zum Zeitpunkt ¢ von einem
Ereignis beeinflusst wird, dass sich zu einem spiteren Zeitpunkt ¢’ ereignet. Dies widerspricht dem Kausali-
titsgebot der Physik. Man behilt also nur die erste 6-Funktion bei und benutzt folgende ,retardierte” Green-

Funktion:
o (¢ —t+12)
Gt t)=—~—°“/
(Tv 7T 9 ) ‘ A ﬂ
Hierbei wurde das Vorzeichen des Argumentes der J-Funktion umgekehrt. Dies macht aufgrund der Symmetrie

der §-Funktion keinen Unterschied. Man erhilt dann die folgenden speziellen Losungen der inhomogenen Poten-
tialgleichungen:

Korollar 11.4 (Losung der inhomogenen Potentialgleichung, retardierte Potentiale)

7, t') P77 trer)
3 _ 3 5 Uret
Orer(T, 1) /d ’/dt - O (t' — trer) —/d TIW (11.4.3)
ﬂ / -
Ao (7t /d3 ’/dt’ GAD S = ty) = /d3 ’J(f 2 trer) (11.4.4)
— 7 c |7 — 7|
Dabei ist
b =F— I7=
ret —
C

die retardierte Zeit; das ist die Zeit, zu der sich eine Storung im Abstand |7 — 7| ereignet hat, die sich mit Licht-
geschwindigkeit c ausbreitet.

Die Randbedingungen bei der Losung der Potentialgleichungen mit Hilfe der retardierten Potentiale konnen iiber
die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung eingebracht werden, indem man eine entsprechende
Losung der homogenen Gleichung zu den retardierten Potentialen des Systems addiert.

Beobachtungspunkt

Abb. 11.1.: zur Definition des retardierten Abstandes

Zur Erlduterung der retardierten GroéBen betrachte man Abb. 11.1. Das Teilchen befindet sich momentan an der
Position Z(t) und 16st dort eine Storung aus (Potential!). Diese Storung kann sich aber maximal mit Lichtge-
schwindigkeit ¢ ausbreiten, sodass sie am Beobachtungspunkt 7 noch nicht zu beobachten ist. Dort sind dafiir aber
die ersten Auslédufer der Storung zum Zeitpunkt ¢, zu beobachten, an dem sich das Teilchen am Ort Z(t,;) befand.
Dieser retardierte Ort 1duft dem aktuellen Ort also auf der Teilchenbahn nach.
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12.1. Liénard-Wiechert-Potentiale

In diesem Abschnitt betrachtet man eine Punktladung g, die sich auf einer beliebigen Bahn 7 (¢) mit der Geschwin-
digkeit 7' (t) bewegt. Zunichst soll ein allgemeines Ergebnis iiber die 6-Funktion vorausgeschickt werden: Hat eine
Funktion f(z) N Nullstellen z1, ..., 2, so gilt fiir eine beliebige Funktion g(t):

z 2 2 = g(xk)
/g( )8[f(2")] d ];Nf/(l'k) (12.1.1)

Dabei ist f(xy,) der Wert der ersten Ableitung von f(z) an der Stelle xy,.

Nun zuriick zu der bewegten Ladung. Mit Hilfe der §-Funktion kann man die Ladungs- und Stromdichte aufstel-
len:

-

p(7,t) = q - O[F — 7o (t)] J(Ft) = qiio(t) - 6[F — 7o (t)] (12.1.2)

Diese Ausdriicke kann man nun in die retardierten Potentiale (11.4.3) und (11.4.4) einsetzen und erhélt (beispiels-
weise filir ¢):

27
Pret (7, 1) = /d3r’/dt' 15[ — ()] o {t/u M}
C

=71

Die Ortsintegration ldsst sich aufgrund der ersten 6-Funktion leicht ausfithren und man erhilt:

To

N T B P o)
@re[(r,t)—/dt @] (5[75 t+ p

Bei der zeitlichen Integration ist zu beachten, dass das Argument der §-Funktion eine Funktion der Integrati-

onsvariable ¢’ ist. Man muss deswegen (12.1.1) anwenden. Das Argument der §-Funktion verschwindet nur zur
|7—7o

retardierten Zeit t, = t — f(t” Zunidchst muss man die Ableitung des Argumentes der §-Funktion berech-

nen:

= ) =1+ 2 gy - 2L = ror (#))ou + (72 = roa(t))ioz + (rs = roa(#))ros] =
L PR @) 1 R ()
= T R @) Y TR

Nun kann man zusammen mit (12.1.1) die Integration ausfiithren und erhilt:
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Satz 12.1 (Liénard-Wiechert-Potentiale) ~Die retardierten Potentiale einer Punktladung q, die sich auf einer be-
liebigen Bahnkurve Z(t) mit der Geschwindigkeit v(t) = Z(t) bewegt, sind durch die Liénard-Wiechert-Potentiale

q

(p(F, t) = = = (12.1.3)
R(tret) - %R(tret) : 'U(tret>
_ 1 . q U(trer)

i _ (12.1.4)
& R(trgt) - ER(trez) : U(tmt)

gegeben. Dabei ist
R(tret) =7 — f(tret)a R(tret) = |R(tret)|

der Abstand des Beobachtungspunktes 7 zum Teilchenort Z(t,.,) zur retardierten Zeit

R(tre)

c

|F_ f(tret)‘

tret:t_ =1 —

Diese Potentiale beschreiben also die Felder, die von einer bewegten Ladung im ladungs- und stromfreien Raum
erzeugt werden.

Nun kann man sich daran machen die Felder aus den Potentialen zu berechnen. Dazu verwendet man

B . 104 Lo
E=-Vyo—-— ud B=VxA
c ot
Fiir die Rechnung wird es notig sein der Ableitungen % und Vit zu berechnen. Dies soll nun zuerst geschehen.

Man betrachtet zunichst

OR?2 - O0R OR -
=2R =2R = —2Rv 12.1.5
Oer Ol Ot ! (1215
OR  OR Ot R-T Ot
il = _ . 12.1.6
=0 Otw O R ot (12.1.6)
Auflerdem gilt:
OR Otre
Rltw) =c-(t—te) = S-=c <1 - atl> (12.1.7)
Nun kann man (12.1.6) und (12.1.7) gleichsetzen und erhilt:
e R T Ot Otrer
1-— =_=.-. =(1-)-
o R ¢ ot T
t: 1 . = ]
aa: =T wobei R=R-# und f=" (12.1.8)
- c
Nun betrachtet man noch die Gradiententerme:
- - - - o R OR - L =
VR =Vc(t —tr) = —CViy VR=V|F—Z(te)| = I + 8TVtm =17 — (7 - V) Vi
ret
- 1 n
= Vit = q; 1 (12.1.9)
a3 —

Nach einiger Rechnung erhilt man die folgende Darstellung der Felder:

Korollar 12.1 (Felder einer beliebig bewegten Punktladung) Die Felder, die sich aus den Liénard-Wiechert-
Potentialen ergeben lauten:

= - (12.1.10)
R2(1—17ipB)3

<ﬁ—ﬁ><1—ﬂ2>1 b |EX[G=B) <A
R (1= ad)

Lret
— — —

B(7,t) = Bo(F,t) + Ba(7,t) = 7 x E = i X Eo(7,t) + 7 x Eo(F,1t) (12.1.11)

Dabei hangen die Terme mit Index 0 nicht von der Beschleunigung ﬁ der Ladung ab. Die gesamte Beschleunigungs-
abhdngigkeit steckt somit in den Termen mit Index a. Es ist zu beachten, dass das magnetische Feld sowohl auf
E, als auch auf 11, also dem Verbindungsvektor zwischen Beobachtungsposition und retardierter Teilchenposition
senkrecht steht.
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12.2. Beispiel: Ruhende Punktladung

Fiir eine ruhende Punktladung ¥ = 0 im Urpsrung & = 0 ergibt sich das elektrische Potential:

P(7,t) = ? -4 -4
7 R(tret) - %R(tret) ' 77(tret) R(tl‘et) |ﬂ

Dies ist gerade wieder das elektrostatische einer Punktladung. Das magnetische Vektorpotential ist

—

A(T,t) =0,

was auch mit dem elektrostatischen Fall iibereinstimmt.

12.3. Beispiel: gleichformig bewegte Punktladung

Nun betrachtet man eine Punktladung, die sich mit der Geschwindigkeit v > 0 entlang der z-Achse bewegt. Es

gilt dann:
vt -1 v/c
Zty=(o|, a=(o0], g=]0
0 0 0

Als Beobachtungspunkt wihlt man i = 0 den Ursprung. Es gilt dann:

R(t v-t t t
(ret) —— ret = tret _

Rt = -1 ’t t =t — _—
(rel) Vol ML ret c c 1+% 1+6

Man setzt nun diese Ergebnisse in (12.1.10) und (12.1.11) ein. Dabei bleiben werden die beschleunigungsabhéngi-
1

gen Teile sofort 0, weil 77, 5 und ﬁ alle parallel zu €,, sind. Man erhilt also mit y = 17—52:

_1_5
0 -(1-p5%) . .
= = 2 17 2 0 1 1
Gog [G-R0-m) A0 AR S 3 N S
RQ(I - ﬁﬂ)s v2trel(1 + ﬁ)g 72v2tret(1 + 5)2 0 ’y2’l)21f2 0
B=iixE=0

In der folgende Abbildung sieht man wie das elektrische Feld im Ursprung abklingt. Je groBer die Geschwindigkeit,
desto schneller klingt es ab.

| 100 v
t[s

12.4. Strahlungsleistung

Hier soll nun die von einer bewegten Ladung abgestrahlte Leistung P berechnet werden. Dazu setzt man voraus,
dass alle GroBen zur retardierten Zeit genommen werden (R = R(t) usw.). Dies macht Sinn, da sich die Strah-
lung nur mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten kann. Zunéchst betrachtet man Abb. 12.1.
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Teilchenbahn

—
R(t.)

Abb. 12.1.: Zur Strahlungsleistung bei retardierten Potentialen

Der Beobachtungspunkt befinde sich in der Mitte der grau eingezeichneten Fliche. Der Vektor 11 = ﬁ/ R zeigt
von der retardierten Position der Ladung zum Beobachter. Die graue Fliche hat den Flicheninhalt R? d_)Q Der
Energiestrom des Feldes, das durch die Ladung erzeugt wird ist durch den Poynting-Vektor S = = (E x B)

gegeben. Der Anteil des Energiestromes (Energie/(Zeit-Fldche), der die Fldche tatsdchlich passiert ist dann S. i
Steht der Strom ndmlich senkrecht zur Flidche, so passiert iiberhaupt keine Energie das Flidchenelement. Man erhilt
dann fiir die Leistung (Energie/Zeit):
5 dP dE = cR? S
dP=(S i) - R*dQ = —=——=r?S-ii=—1i (ExDB). 12.4.1

(8-7) Q" qan "o s gy (ExB) (1241
Bei der Berechnung von S oc E x B mit den retardierten Feldern (12.1.10) und (12.1.11) erkennt man, dass sich
Terme der Ordnung O(R~2), O(R~3), O(R~*) ergeben:

EXEZ(EO +Ea)X(§0 +Ea):EQX§0+EOX§a+EaX§0+EaX§a
~—~ ~—~ ~—~ ~— N—— ——
x1/R? «1/R x1/R? «1/R x1/R* x1/R3 1/R?

Man betrachtet nu nur das Fernfeld, sodass man alle Terme (’)( 3) und O(R~*) vernachlissigen kann, da sie mit
R schnell gegen O sinken. Es bleibt also Ex Bx E, x B, iibrig. Dies ergibt:

P ¢ (i x[(i— ) x )’
dQ  4re (1—7f)s

(12.4.2)

An dieser Formel sieht man schon, dass nur beschleunigte Ladungen Energie abstrahlen (Abhédngigkeit von ﬁ).
Vom Standpunkt der Ladung aus, kann man sich fragen, wieviel Energie % im Zeitintervall dt.., abgestrahlt

wurde. Da (12.4.2) die Abstrahlung im Intervall d¢ angibt erhélt man somit:

- =

AP’ ot AP (0t ' AP ¢ (Ax[Gi-F) xF)’
dQ Ot dQ  \ Ot dQ (218 4rc (1 _ﬁﬁ)S

(12.4.3)

Nun kann man zwei Grenzfille betrachten:

- -

1. nichtrelativistischer Grenzfall 5 < 1: In diesem Fall erhélt man aus (12.4.3) mit @ x (b x ¢) = b(d@ - ¢) —

aa- b):
dP" ¢* . . o @ L s s a2 4 2
a0 = ame XX B = g (A )_ﬂ"’i) = g (1B e0st) =) =
q2 . . N q2 . q2 .
= ——(B%cos®0 — 26 cos O + 3%) = — (1 — cos® §) = ~—*sin* 0
4me 4dme T

Dabei wurde der Winkel cos ™2 zwischen Teilchenbeschleunigung 5 und der Beobachtungsrichtung 77

eingefiihrt. Die folgende Abb. 12.2 zeigt die Richtungsabhingigkeit der Strahlung. Man kann nun iiber den
Raum df? integrieren und erhilt so die gesamte abgestrahlte Leistung:

/ ™ 2,
P:/%]; dﬂfﬁﬂz //sm sin(6 )d@dqﬁf%r ¢ 3 {COSG coso}0 :%ﬁQ

-7 0

Man erhilt also insgesamt:
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Korollar 12.2 (Abstrahlung einer nicht-relativistischen Ladung)  Eine nicht-relativistische ( 0 < 1) Ladung
q, die mit 5 beschleunigt wird, strahlt die folgende Leistung ab:
dP’ _ q2 _ 2q2 .

9" h2 .2 _ 2
- 4#06 sin“ 6 P 306 (12.4.4)

Die zweite Beziehung wird als Lamor’sche Formel bezeichnet. Dabei ist cos 9@ der Winkel zwi-
schen Beobachtungspunkt und Beschleunigung. Die Winkelabhdngigkeit ist in Abb. 12.2 dargestellt.

Abb. 12.2.: Richtungsabhingigkeit der Abstrahlung einer nicht-relativistischen, beschleunigten Ladung

2. Grenzfall ﬁ I 5 : Hier ist also € nach obiger Definition der Winkel zwischen der Beobachtungsrichtung 7 und

der Beschleunigung ﬁ, sowie der Geschwindigkeit E Die Ladung wird also geradlinig beschleunigt. Man
erhilt dann aus (12.4.3):

Korollar 12.3 (Abstrahlung einer relativistischen Ladung) FEine relativistische Ladung q mit 5 | 5 die mit ﬁ

in Richtung ihrer Bewegung beschleunigt wird, strahlt die folgende Leistung ab:

dpP’ iBQ sin” 0

dQ  4me” (1 — Bcosh)?

(12.4.5)

Die Winkelabhdngigkeit ist in Abb. 12.3 dargestellt. Die Abstrahlung erfolgt also in Form eines Kegels in Bewe-
gungsrichtung des Ladung.

oV

b, b b,

Abb. 12.3.: Richtungsabhingigkeit der Abstrahlung einer relativistischen, beschleunigten Ladung, links mit § = 0.5,
rechts mit 5 = 0.81

Aus Abb. 12.3 kann man ersehen, dass der Abstrahlkegel mit steigender Geschwindigkeit 3 immer schmaler
wird und nach vorne gerichtet ist. Man kann den Winkel der maximalen Abstrahlung bestimmen:

d oP ,

1
- — 2 _
Teosd 00 =0 = coSOpx = 35 <\/15ﬁ +1 1)

Die Funktion 6y, (3) ist in der folgenden Abb. 12.4 dargestellt. Dies bestiitigt das obige qualitative Ergebnis.
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qma
p/2

3 1>b

Abb. 12.4.: Winkel der maximalen Abstrahlung Omax als Funktion der Geschwindigkeit 3

12.5. Dipolstrahlung

Hier werden zeitlich oszillierende Ladungs- und Stromverteilungen diskutiert. Es gilt also:

-

p(7,t) = p(F)e” ™! J(7 1) = j(F)e ™t (12.5.1)

Diese Verteilungen sollen auf einen Raumbereich mit Radius Ry um den Ursprung beschrinkt sein. Auflerhalb sind
keine Ladungen und Stréme vorhanden. Um beliebige oszillierende Verteilungen darzustellen kann man (12.5.1)
als Fourier-Komponente interpretieren und dann iiber w mit einem Gewichtungsfaktor f(w) integrieren (Fourier-
Trafo). Es bleibt noch zu bemerken, dass sich die physikalischen Groflen aus (12.5.1) iiber die Bildung des Re-
alteiles ergeben. Die komplexen Groflen wurden hier nur eingefiihrt, da man mit ihnen leichter rechnen kann.
Zunichst berechnet man das Vektorpotential mit Hilfe des retardierten Potential (11.4.4) und der retardierten Zeit

bt =1 — |’F—CT | und k£ := %Z

. 1 HEARP —iwt Ty | k|| . ‘
Au(7t) = /d%’%?_ c-_¢ ~/d3r’L = Ao() - et (12.5.2)

=7

Mit dieser Form fiir das Vektor_Potenti_ql kann man (IV) sowie die Qeﬁnition der Potential (11.1.1) und (11.1.2)
nutzen, um Aussagen iiber die ¥ und B-Felder zu machen. Fiir das B-Feld gilt:

B(Ft) = V X A7) et = B(F) - e ™" (12.5.3)

Fiir das E-Feld erhilt man aus (IV) im Bereich A, |71 > Ro (dort ist j = 0, auBerdemist A = 27 /k):

= g

E(Ft)=c- /ﬁ x B() e~ dt = ——V x B =~V x B. (12.5.4)

Es geniigt also das Vektorpotential, um die E- und B-Felder zu berechnen. Betrachtet man nun nur das Fernfeld
der Strahlungsquelle, als || > Ry, so kann man in (12.5.2) der Ausdruck 1r)-e™ ontwickeln Wltzr=1=+

=
FT):
|"_ "’|_ ("_ -*/)2 —2_24—7+—72_|—1 1+7:¥2 _2_’#/ 1/2 |_,| 1_2F 7 1/2~
T = T T = T T re =|r 1"? 7’? ~ T > ~
g oy oo\ 2
v (1-5F) (1+5F) 1- (%) ( F~f”>1
~|rl-(1-— =|r ~— =|r ——~|r |1+
(1T ) = e = ey < (1
(12.5.5)
ik|F—| ik|7| ,—iki7 ) |7 . ikr .
e e*Flrle 7o e I 7
= ~ It — | e —— e, =i, A= 12.5.6
7 o () e e (1220

Daauch k = 27” < % gilt, kann man die Exponentialfunktion entwickeln:
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Beriicksichtigt man all diese Niaherungen, so bleibt von (12.5.2):

L e—iwt 2 _eik|F—F" p—iwt  gikr .
Aret(r,t):T-/d%’J( ?q_ﬁ N ./j(f') d3r’ (12.5.7)

Es bleibt also noch das Volumenintegral j ' j(F’ ) d3r’ zu berechnen. Dazu nutzt man die Kontinuititsgleichung:

Vij=—22 = 6}(77, t) = iwp(T) (12.5.8)

—

Nutzt man auBerdem noch [j(7) - V|7 = j und damit auch V7 j(7) = Vi [j(7) - V|7 = 7 [V - (7)), s0
erhilt man dann:

[ 5w = [ e (i

Hierin kann man das elektrische Dipolmoment p'identifizieren:

=y
<
B
=L
|
o,
w
i\
=y
A
!
Sy
~
I
|
o
€
o,
w
\3\
=L
>
=y

) = / a3 7 p(7) = p(t) = / A3 7 p()e ! (12.5.9)

Damit erhilt man dann:

. eikr eikr )
At (7)) = —ikpl(t) - = —ikp- et (12.5.10)
T r

Das Vektorpotential ist also eine Kugelwelle, die sich vom Ursprung (Ladungsverteilung) aus ausbreitet. Die Wel-
lenzahl k = w/c dieser Kugelwelle ist durch die Schwingungsfrequenz w der Ladungsverteilung gegeben. Mit
V x (dp) = ¢- (V x a@) —a x (V) (siehe (3.4.5)) kann man dann B(7,t) = V x A (7) das magnetische Feld
berechnen:

. . . N e ezkr . _'ezkr eikr 1
B(F)zVXBzVX(—ikﬁ ): ik'V x p+ikp x {v }:...: k2(1—,>(ﬁ><ﬁ)
r —— r r ikr

Daraus kann man dann auch noch das E-Feld berechnen (siehe Standardliteratur). Insgesamt ergibt sich dann:

Satz 12.2 (Felder einer zeitlich oszillierenden Ladungs- und Stromverteilung) Gegeben sei eine Ladungs-
und Stromverteilung, die sich auf ein Raumgebiet |F| < R beschrinkt. Diese habe die explizite Form:

p(7,t) = Re {p(Me” "} 77 t) = Re {7 (e~}

Fiir || > Ry (also im Fernfeld) ergeben sich die E- und B-Felder zu:

B(7,t) = Re {B(7)e~ ™"} E(7,t) = Re {E(7)e "},
Dabei sind:
i etkr ) 1 .
B(r) = —k (1 - Zkr) (7 x ) (12.5.11)
ikr
E@) = eT {kz[(ﬁ X P) X 7] + % (i - zk) [37(7 - ) ﬁ]} (12.5.12)

Dabei sind weiter:
F=r-q ﬁ:/f’p(ﬁ)d%’

Hier bezeichnet also p(t) = pe'“ das zeitlich oszillierende Dipolmoment der Ladungsverteilung.

Man kann nun wieder zwei Spezialfille unterscheiden:
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12. Strahlungstheorie

1. Fernfeld (Ry < A\ < |7]): Hier wird dann 1/(ikr) ~ 0 und man erhélt aus (12.5.11) und (12.5.12):

ikr ) . eikr
k“ (7 x E(7) =
— 12 % ) (==

€

k(7 x p) x it = B(F,t) x it

B(r) =

Man erkennt daran, dass die Drei Grof3en E , B und 7 senkrecht aufeinander stehen. Man kann auch noch
die (zeitgemittelte) Abstrahlung (Pointing-Vektor) berechnen:

= c — ck* . . .
S:S—WRe{ExB}:&TTQRe{(nxp x i x (A xp*)} =
= K R (A0 x 7)1 ¢ 5] — i 50T x B} = ot Re { (¢ ) ¢ 7)) o
= gz Re Al x p) - (7 x p i x )7 x Py = o5 Re (7 x p) - (7 x p*) p o< it
-0

(12.5.13)

Man kann also 77 als Ausbreitungsrichtung der Welle betrachten, d.h. die Energie flieft radial nach aufien.
Fiir das Vektorprodukt 77 x p’gilt:

(7 x p) - (it x p*) = |7 x p] = |id]* - | - cos® 6§ = p? cos® 0

Dabei ist 6 der Winkel zwischen 7 und p. Damit ergibt sich eine zeitlich gemittelte Abstrahlcharakteristik,
wie in der folgenden Abbildung Abb. 12.5 gezeigt ist:

& — %S Re {[(7 x P) - (7T x p*)]} o sin? O (12.5.14)

o
3

t

Abb. 12.5.: Abstrahlcharaktristik eines Dipols p’

Der Dipol strahlt also einen GroBteil seiner Energie senkrecht zu p’ ab. Longitudinal zu p wird nichts abge-
strahlt. Die Stirke des EM-Feldes nimmt dabei mit % ab und fillt fiir » — oo auf null.

2. Nahfeld (Ry < r < A): In diesem fall erhilt man kr = 2% < 1. Damit folgt sofort auch e*” ~ 1. Damit
kann 1 gegeniiber 1/(ikr) vernachlissigt werden und man erhilt fiir das B-Feld:

Man kann k% und k = 27/ ebenfalls gegeniiber  vernachlissigen. Fiir das E-Feld ergibt sich dann die
Form eines Dipol-Feldes:
B 37(i - ?{3') —-p
r

Das B-Feld ist hier um einen Faktor kr < 1 kleiner als das E—Feld, sodass dieses das Nahfeld dominiert.

12.6. Beispiel: Kreisformig bewegte Ladung

z

-

/x

Abb. 12.6.: Abstrahlung einer Ladung auf einer Kreisbahn

—
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12. Strahlungstheorie

Zunichst muss die Ladungsdichte einer Ladung ¢, die sich mit der Umlauffrequenz w auf einer Kreisbahn mit
Radius rg bewegt bestimmt werden. Die Bahn lédsst sich wie folgt parametrisieren:

coswt
Z(t) =rg- | sinwt = p(rt) =q-0[F — Z(t)]
0

Man kann damit das Dipolmoment einer solchen Ladung berechnen:
pt) = q/dgr’ 787 — Z(t)] = qZ(t) L Re {ﬁ efi“’t} = p=qro |1
0

Nun betrachtet man die Abstrahlung in eine beliebige Richtung

cos ¢sin 6
7= | sin¢sinf
cosf

Mit (12.5.13) kann man dann zunéchst den Poynting-Vektor bestimmen (k = £):

c

~ ck* . 0
S:8ﬂr2n-Re{(nx;ﬁ')~(nxp)}:
—icosf icos 6
_ TGy g 0 0 -
T Rar2ea O Re cos . cos =
1cos ¢ sin @ — sin ¢ sin § —icos ¢sin @ — sin ¢ sin 6
cwtq®rd 9 9 cwt 9
:Wn-(QCOS 0 + sin 9):mn~(1+cos 0)

Daraus erhilt man dann die in den Raumwinkel df2 abgestrahlte Leistung:

AP _ oo F_ wie'rg
dQ 83

(1 + cos? 0)

Integriert man dies iiber den gesamten Winkelbereich 6 € [0; 7], so ergibt sich schlieRlich noch:
wq?r?

P =
3¢3

Die folgende zeigt die Abstrahlcharakteristik. In z-Richtung ist sie etwas reduziert und dafiir in der ebene stirker.
Dies kann man auch leicht anschaulich einsehen, da eine beschleunigte Ladung hauptsidchlich in Richtung der
Beschleunigung abstrahlt. Die Beschleunigung ist hier durch die Zentrifugalkraft gegeben, die die Ladung auf der
Kreisbahn hilt und folglich in der z, y-Ebene liegt.

N Z

AN
N

Abb. 12.7.: Abstrahlcharakteristik einer kreisenden ladung
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13. Elektro- und Magnetodynamik in
Materie

13.1. Feldgleichungen

Bisher wurde nur die Elektrodynamik im Vakuum betrachtet. In Medien gelten die Feldgleichungen natiirlich auf
mikroskopischer Ebene genauso, wie im Vakuum. Da man es bei Medien aber oft mit sehr hohen Ladungsdichten,
die sich rdaumlich schnell dndern zu tun hat, macht es Sinn hier eine Mittelung einzufiihren. Es ergibt sich dann,
dass die Feldgleichungen auch makroskopisch giiltig sind.

Man wihlt zunéchst eine Art zu mitteln. Die Feldgleichungen werden nachher vom Mittelungsprozess unabhingig
sein.

Definition 13.1 (Mittelung) Sei f(7) eine mikroskopische Feldgrdfle. Dann ist die zu ihr gehdrende makrosko-
pische Grofie definiert durch:

() = /f(ﬁ)p(“—f') d*r' = fxp (13.1.1)

Die Mittelung wird also durch Faltung der Feldgrofie f mit einer geeigneten Funktion p durchgefiihrt. So kann p
etwa ein GaufSfilter o.d. sein. Die Funktion p(T') muss nur zwei Bedingungen erfiillen:
o p(7) ist lokalisiert um ¥ = 0
e Man bezeichnet mit )\, eine typische mikroskopische und mit Ay eine typische Makroskopische Ldn-
genskala. Dann muss Fiir die typische Breite /A von p gelten:

/\mikro < A < )\makro

p muss also makroskopisch klein und mikroskopisch grofs sein.

Aufgrund der Linearitidt der Faltungsoperation erhélt man sofort:

of\ _ 0
<8x> =2 (13.12)

Damit erhilt man sofort auch die makroskopischen, homogenen Feldgleichungen:

div<§(f’, t)) =0 und rot<ﬁ(f§ £)) + ia<B(‘(9?t)> -0

In den inhomogenen Feldgleichungen treten Mittelungen iiber die Ladungsdichte p auf. Hier ist einige Vorsicht
geboten. In Materie kann man die Ladungsdichte p in zwei Anteile aufspalten:

1. pn(7,t) beschreibt die Dichte der in den Atomen und Molekiilen gebundenen Ladungen (also Kerne +
gebundene Elektronen).

2. pi(7,t) beschreibt die freien Ladungstriger, die sich nahezu ohne Bindung im Medium bewegen konnen.

Auf die selbe Weise kann man auch die Stromdichte f(f', t) aufspalten. Fiir die freien und fiir die gebundenen
Ladungen gelten jeweils eigene Kontinuititsgleichungen, sie sind also getrennt Erhaltungsgroflen (die Erhaltung
der Gesamtladung bleibt natiirlich unberiihrt):

n H,t 2 5 T ﬂat Z o=
%Hgm(r,w:o und %++3ﬁ(r,t)=0 (13.1.3)
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13. Elektro- und Magnetodynamik in Materie

Fiir das mikroskopische elektrische Feld ¢ kann man recht starke Néherungen machen und stellt es als Multipol-
entwicklung bis zum Dipolterm dar. Dazu ist es notig das mittlere elektrische Dipolmoment (pro Volumen) des
Materials zu definieren:

Definition 13.2 (Polarisierung eines Mediums)

(P(F) = <Z@5<F—m> (13.1.4)

Dieses Dipolmoment wird durch die induzierte Verschiebung der gebundenen Ladungstrdger erzeugt.

Man erhélt somit:

—

{pu(F,1)) = =V - (P(7,1)) = — div(P(7,t)) (13.1.5)
Und insgesamt:
div(E(7,t)) = 47 ({pu(7, 1)) + {pr(7,1))) = dn{pu(F, 1)) — dm div(P(7,t)) (13.1.6)

Es macht daher Sinn zu definieren:

Definition 13.3 (Elektrische Verschiebung)
(D) = (E) + 4n{P) (13.1.7)
Mit dieser Grofle erhdlt die folgende Maxwell-Gleichung
div(D) = 47(ps) (13.1.8)

Die Grofle <l_j> setzt sich aus dem von auflen angelegten und von den freien Ladungen induzierten Feld <E> und

der Polarisierung <]3> des Mediums zusammen. Die zweitere hingt i.A. natiirlich vom dufieren Feld <E > ab.

Uber einen #hnlichen Mittelungsprozess iiber die gebundene Stromverteilung fm(F ,t) (ebenfalls nur bis zum Di-
polterm) erhélt man:

1)) = a<pg, ) a<pg, )

Die mittlere (gebundene) Stromdichte setzt sich also aus der zeitlichen Anderung der Polarisierung <]3(F \ t)> des

+eV x (M(7,t)) = + crot{ M(7,t)) (13.1.9)

Mediums und dem mittleren magnetischen Dipolmoment <M (7, t)> des Mediums zusammen. Das letzter ist dabei
so definiert:

Definition 13.4 (Magnetisierung eines Mediums)

(M(7,t)) = <Zﬁi5(F—Fi)> (13.1.10)

Man erhilt damit die folgende Maxwell-Gleichung:

o 10(E)Y  4r ..  4r (P .
d1V<B> — E% = ?<]fr> + ?% —|—47Trot<M>
Hier definiert man analog zu D:
Definition 13.5 (magnetische Feldstirke)
() = (B) — 4n(M(7,1)) (13.1.11)

Mit dieser Grofle erhdlt die folgende Maxwell-Gleichungen

; o 10(B
div(B) =0 rot<H>:1%+4%

) (13.1.12)
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13. Elektro- und Magnetodynamik in Materie

13.2. Materialgleichungen

Bisher wurde die Grofen <M > und <I3> nur mikroskopisch definiert. Die Position des Ladungstriger/Strome
im Medium ist aber von den externen Feldern abhingig. Man benétigt also sog. Materialgleichungen, die eine
makroskopische Berechnung von (M) und (P) erméglichen. Solche Materialgleichungen sind empirische und
durch Experimente zu belegende Gleichungen, die i.A. nicht mit der Elektrodynamik begriindet werden konnen
(wohl u.U. aber mit anderen Teilgebieten des theoretischen Physik). Man kann folgenden allgemeinen Ansatz
machen:

P(7,t) = By + /a(t —E(Ft) dt’ M (7, t) = My + /ﬁ(t —t)B(F,t') dt’ (13.2.1)

Dies bedeutet, dass die Polarisierung/Magnetisierung zum Zeitpunkt ¢ tiber «(-) bzw. 3(-) von der Vorgeschichte
des Feldes abhingt (z.B: Hysterese bei magnetischen Materialien!). Oft ist aber ein viel einfacherer Zusammen-
hang ausreichend:

P(Ft) = xE(7, 1) M (7, t) = xm B(,t') (13.2.2)

Dabei sind x. und Yx,, die elektrischen bzw. magnetischen Suszeptibilititen des Materials. Hier kann man dann
mit (13.1.7) und (13.1.11) schreiben:

ﬁzeﬁ, e =1+ 4mx. Ezuﬁ, e=14+47xm (13.2.3)
Gelten solche einfache Beziehungen, so spricht man von linearen Medien. Fiir die Anwendung kénnen aber auch
kompliziertere (z.B. quadratsche) Abhingigkeiten interessant sein und es gibt einige Effekte, die auf solchen

nicht-linearen Materialien beruhen. Man kann anhand der Suszeptibilititen verschiedene Materialien unterschei-
den:

o elektrische Materialien: Es gilt immer ., e > 0
— Dielektrika: Hier werden durch Verschiebungen in der Elektronenhiille Dipole induziert.

— Paraelektrika: Hier existieren bereits elektrische Dipole, die im externen Feld ausgerichtet werden.
(xe ist temperaturabhéngig).

— Ferroelektrika: Es liegen bereits elektrische Dipole vor, die sich bei angelegtem Feld bis zu einem
Maximalwert ausrichten. Wird das Feld wieder reduziert, so bildet sich die Polarisation nicht ganz
zuriick (Hysterese-Effekt).

e Magnetische Materialien:

— Diamagneten: Durch ein externes Feld werden magnetische Dipole induziert. Es gilt x,, < 0 die
Dipole wirken also dem sie induzierenden Feld entgegen.

— Paramagneten: Permanente magnetische Dipole richten sich im Feld aus. x,,, > 0 und temperaturab-
hingig.

— Ferromagneten: permanente magnetische Dipole richten sich im Feld aus. Es kommt zu einem Hysterese-
Effekt (siehe Ferroelektrika). Der Zusammenhang zwischen Magnetisierung und Magnetfeld ist nicht-
linear. Oberhalb einer gewissen Sprungtemperatur gehen die ferromagnetischen Eigenschaften verloren
und das Material wird paramagnetisch.

13.3. Stetigkeitsbedingungen

In diesem Abschnitt wird das Verhalten der Felder E , 13, B , H an Grenzflichen zwischen zwei Medien untersucht.
Dies bildet die Grundlage fiir Brechungseffekte von elektromagnetischen Wellen (z.B. in der Optik).
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13. Elektro- und Magnetodynamik in Materie

h[F_,

Medium 1

Abb. 13.1.: Zur Berechnung der Stetigkeitsbedingungen

Analog zu Abschnitt 7.3.2 ergibt sich durch Anwendung des Gauf3’schen Satzes auf V- <5> = 47r<pfr> fiir
h —0:

/ﬁﬁdvz J.dj:(EQ—Bl).ﬁ.anzm/pfrdvzaq
\4 ov \%

Also insgesamt:

(D2—51)~ﬁ=4ﬂ'0, o= —

Uber eine analoge Rechnung erhilt man aus ﬁg

Mit dem Stokes’schen Satz kann man aus den Maxwell-Gleichungen mit Rotation dhnliche beziehungen folgern.

Man geht zunéchst von VxH = i %’? + 4%%& aus. Es gilt dann (mit dem roten Integrationsweg):

/(ﬁxﬁ)-dff:f oD dAJr—/yfr dA=¢ H-ds= (Hy,— Hy)-t-4l
F ot oF

Nimmt man nun an, dass D an der Grenzfliche endlich bleibt, dann geht der Term % f s %’tj dA mit h gegen 0
und es bleibt:

Dabei ist J die Oberflichenstromdichte (Strom/Lénge). Analog ergibt sich aus VxE+ %

Q)‘le
I
o

(EQ —El) {:0

Es gilt also zusammenfassend:

Satz 13.1 (Stetlgkeltsbedmgungen an Grenzfléchen zwischen verschiedenen Medien)  Die Normalkompo-
nente von B und die Tangentialkomponente von E bleiben gleich. Die Normalkomponente von D und die Tan-
gentialkomponente von H machen einen Sprung, der proportional zur Oberfldchenladungs- bzw. stromdichte ist.

13.4. Beispiel: Dielektrische Kugel im homogenen elektrischen Feld

Analog zu Abschnitt 7.5.3 betrachtet man hier eine dielektrische Kugel, die sich in einem externen elektrischen
Feld Ey = Ej - €, befindet. Hier soll nun das elektrische Potential und Feld in und auBerhalb der Kugel berechnet
werden (siche Abb. 7.6).

(© 2004-2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)

- 65 -


http://www.jkrieger.de/

13. Elektro- und Magnetodynamik in Materie

Y 4
n
R
Dielektrizitats- 3
konstante e
Bereich | Bereich | |

Abb. 13.2.: zur Berechnung des Feldes einer dielektrischen Kugel im homogenen elektrischen Feld

Das Problem weist Rotationssymmetrie um die z-Achse (also parallel zum externen Feld) auf. Da keine externen
Ladungen vorhanden sind (nur die induzierte Ladungs-/Dipolverteilung in der Kugel) beschrinkt sich das Pro-
blem also auf die Losung der Laplace-Gleichung Ay = 0. Dabei sind allerdings die folgenden Randbedingungen
einzuhalten:

1. in unendlichem Abstand geht das gestorte elektrische Feld wieder in Eo tiber.
2. An der Kugeloberfliche ist die Tangentialkomponente von E und die N ormalkomponente von D stetig.

Fiir die Losung der Laplace-Gleichung kann man aufgrund der Symmetrie folgenden Ansatz machen:
or(7) = Z At Py(cos ) orr(F) = Z [Byr! + Cﬂ“_(lﬂ)} Py(cosb)
1=0 =0

In der ersten Gleichung wurde der Term D;r—(+1) gleich weggelassen, weil er zu einem singuliren Potenti-
al fir r — 0 filhren wiirde. Dies wiirde aber eine Uberschussladung implizieren, die in der Mitte der Kugel
lokalisiert ist. Dieser Fall wird durch die Gesamtladung Q = 0 der Kugel ausgeschlossen. Nun zur Berech-
nung:

e Aus der ersten Bedingung erhilt man:

ﬁwll(fﬂm_@o = 7E_:0 = —Epe. = B = -k, Bl;él =0.

e Wenn die Tangentialkomponente des E-Felde stetig ist, so ist gilt fiir das Potential:

dor o Oprr
00 (R) = 00 ()
Zur Berechnung dieser Bedingung nutzt man die Rekursionsbedingung der Legendre-Polynome
dP,(x) 1
i [nzP,(z) — nP,_1(z)].
Damit ergibt sich:
001~ 1 OP;(cos 0) O cos(0)
ko R A =
a0 ; " Tocost a0
= 1
=— Aprtsi Y7 — P, —1P_ =
; 17t sin(6) o2(0) — 1 [l cos(6) P;(cos(8)) — IP—1(cos(6))]
> 1
=— ZAZTZ sin(f) ——— [l cos(0) Py(cos(6)) — IP,—1(cos(6))] =
= —sin“ 0
1

> At [1cos(0)Py(cos(0)) — LP—1(cos(6))]
=0

sin 0
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Analog erhilt man:
3;;1 = ,1 7 3 [Byr! + Clr_(“rl)} - [l cos(0) Py(cos(6)) — 1P,—1(cos(6))]
sin§ <

Aus dem Vergleich dieser beiden Ausdriicke erhilt man:
A[T‘l = Bﬂ”l + Cﬂ“_(l—H)
An der Stelle » = R erhélt man dann mit der obigen Bedingung fiir B;:

C

C
Al = _EO + 71 U.Ild Al#l = W

R3

e Es gilt D = ¢E. Die Normalkomponenten des D-Feldes sind an der Kugeloberflache stetig. Aus beiden
Bemerkungen erhélt man analog zu oben:

dor . Oprr
© o =5 B

Fiir die beiden Potentiale kann man die Ableitungen wieder ausrechnen:

oy - -1
o = ;Allr Py(cosb)

oo

=Y [Bilr'™" = i1+ 1)r~ 2] Py(cos 0)
=1

Oprr
or

Aus dem Vergleich der einzelnen Terme erhélt man:

C I+1 C
EAl = 7E0 — ﬁ und EAl;él = 7TRT:‘1

Die so ermittelten Bedingungen fiir A;, B;, C; sind nur durch folgende Setzung erfiillbar:

3 e—1
Ay =-Ey——, Bi=-E;, C)=ER A1 =Bz =Ciz =0
1 Ut 1 0 1 o 1#1 1#1 I#
Es spielen also nur die Dipolkomponenten der Entwicklung in Kugelflichenfunktionen eine Rolle. Insgesamt erhélt
man:
(r,0) = —E 9 (r,0) = —E, o4 5L osh
@r\r, = 02+€TCOS @rr\r, = o7 COS 06+27“2 COS

Die folgende Abbildung zeigt das Ergebnis (Potential und Feld):

Das elektrische Feld weist die erwarteten Unstetigkeiten an der Kugeloberflache auf. Im inneren der Kugel stellt
sich ein homogenes Feld ein, das durch die induzierte Ladungsverschiebung erzeugt wird. Das Potential aufler-
halb der Kugel entspricht dem urspriinglichen Feld Eo, dem das Feld eines in z-Richtung ausgerichteten Dipols
iberlagert ist.
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14. Elektromagnetische Wellen

Im letzten Abschnitt 12 wurde beschrieben, wie sich elektromagnetische Strahlung, als EM-Felder mit gerichtetem
Energiefluss, erzeugen lassen. Dieser Abschnitt beschreibt nun, wie sich solche Felder (in der Form elektromagne-
tischer Wellen) im Raum ausbreiten. Dabei geht man von dem makroskopischen Maxwell-Gleichungen in Materie
aus (siehe Abschnitt 13) und leitet aus ihnen die Wellengleichungen fiir das E- und B-Feld her. Danach kon-
nen verschiedene Phanomene, die sich bei EM-Wellen ergeben diskutiert werden (Dispersion bei Wellenpaketen,
Brechung an Oberflichen usw.).

14.1. Wellengleichung in nicht-leitenden Medien

Zunidchst nimmt man ein einfaches, lineares medium an, also:

—

D=¢E B=puH (14.1.1)

Nun kann man die Maxwell-Gleichungen im Ladungs- und Stromfreien Raum aufschreiben:

V- -E=0 V-B=0 (14.1.2)
GxEi 98y Gx 51 _ (14.1.3)
c Ot c Ot

Wendet man nun die Rotation V x nochmal auf die Gleichungen (14.1.3) an, so erhilt man mit V x (ﬁ X @) =
V(V-d)— Aa:

S oo d= = =,= = ~ 10 eu@E_” = eu82E
E+-— B = E)-AF4+-— | —— | =—-AF+ S — =
VXV +c8tvx V(&:O_/) +03t<c 375) c? Ot?
Fiihrt man nun noch als Abkiirzung den sog. Brechungsindex
n = ./eu (14.1.4)
ein, so ergibt sich daraus die Wellengleichung:
. n29%E
———==0 14.1.5
2 Ot? ( )

In einer Wellengleichung steht die Phasengeschwindigkeit als Faktor 1/ vgh vor der zeitlichen Ableitung. Man
schlieBt also: Das Licht bewegt sich in linearer Materie mit der reduzierten Lichtgeschwindikeit vy, = . Zur wei-
teren (noch einfacheren) Darstellung kann man noch den D’ Alembert-Operator einfiihren:

1 02

U=A-—5-5 = Wellengleichung: [J E=0 (14.1.6)
vy, Ot

Analog zu (14.1.5) erhilt man auch eine Wellengleichung fiir B:

. n292B
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14.2. Losung der Wellengleichung in nicht-leitenden Medien

14.2.1. Ebene Wellen

Um die Gleichungen (14.1.5) und (14.1.7) zu 16sen macht man den folgenden Ansatz fiir Schwingungen der Fre-
quenz w (komplexere Schwingungen konnen evtl. mit einem gewichteten Integral / Fourier-Integral tiber w darge-
stellt werden):

B(7.1) = By el B(7,t) = By ol FF-wb (14.2.1)

Diese Felder beschreiben ebene monochromatische, ebene Wellen. Aus ihnen lassen sich iiber Fourier-Integrale
beliebige komplexere Wellen darstellen. Man kann aber auch den etwas allgemeineren Ansatz fiir monochromati-
sche Wellen machen:

—

B(7 1) = B(7) e B(7,t) = B(r)e ! (1422)

Hier soll aber nur auf (14.2.1) eingegangen werden. Setzt man die Losungen E (7, t) in die Wellengleichung ein,
so ergibt sich (Dispersionsrelation):

. k
Y e W=t o ogy=2 (14.2.3)
n k

Man kann die Form der Losung noch etwas gegeniiber dem Ansatz (14.2.1) einschrinken, wenn man die Losungen
in die Maxwell-Gleichungen (14.1.3) einsetzt, so erhélt man mit (3.4.4) und (3.4.5):

- o 10 1> .= - 7 — T - , W = T
V X |:E0 el(kr—wt):| 4= |:BO el(kr—wt):| — (v el(kr—wt)) x Eo + el(kr—wt) V x E, _EBO el(kr—wt) —
c ot —_—— ¢

=0

— ik x ByelFr—wt) Mg iEr—wt) _
c

Daraus erhélt man sofort die Bedingung (fiir B analog):

Fx Ey= 28, Ex By = —en’ By (14.2.4)
C C

Bein einsetzen in die Maxwell-Gleichungen (14.1.2) erhilt man:

V. [Eo ei(EF—wt)} — F, - [@ ei(EF—wt)} 4 el(kr—wt) [V - Ey| = Ey - [_iEei(EF—wt) —0
——
=0

Dies ergibt (analog fiir B) die Beziehungen:
k-Ey=0 k-By=0 (14.2.5)
Man kann also festhalten, dass Eo und EO senkrecht aufeinander stehen und beide senkrecht auf dem Wellenvektor

k. Damit kann man auch das Verhltnis der Betrige von E und B berechnen:

- c.» = [ . o CNw, = =
1Byl = S|k x Eo| = S|R||Ey| - sin(90°) = S22\ By| = n|Ep| (14.2.6)
w w w C

Als néchstes soll der Energie- und Impuls-Transport berechnet werden, also der Poynting- Vektor:

—

= Cc =3 =2 C =3 = C =3 =9 c C =3 d «
SZS?RG{EXH}:%RG{EXB }:%RQ{EOXBO}:TZRG{EOX(]CX 0)}:

[T

2 oo Lo 2 L 2 L.
= Eo - Eg) — Eo(Eq - k)} = Ey-E)} = Ey| - 14.2.
87mee {k(Eo - Eg) — Eo(Eg - k)} 87r,uwRe {k(Eo - Eg)} S | 20 kock (14.2.7)

Die Energie flie3t also im Mittel in Richtung k. Zum Schluss kann man noch die Energiedichte berechnen:

1 = 2 =2 1 =2 1 52 1 = 2 €l =2 €, 2
e = —— IO + 1A = |dBol" + 1ol | = 7= |elBol + L|Bo|" | = | E
i = 15 1D+ 1] = 1= [l + 218" | = o= [l + L1Eof| = C1E

Man kann also zusammenfassen:
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Satz 14.1 (Ebene, monochromatische Wellen in nichtleitenden Medien) Im nichtleitenden Medium gelten die

folgenden Wellen-Gleichungen:

. 2 92F . 2928
n o AR n® o

_t 72 N~
c2 Ot2 c2 Ot?

Als einfache Losungen erhdlt man:
E(F, t) _ EO ei(EF—wt) E(F, t) _ EO ei(EF—wt)

Dabei stehen B , EO senkrecht auf dem Wellenvektor k, der die Ausbreitungsrichtung der Wellen angibt. AufSerdem
stehen sie senkrecht aufeinander. Die Felder Fy und By sind eindeutig gekoppelt, sodass man i.A. nur E betrachten
muss. Es gilt:

- —

c
—(k x E
£ (% x Eo)
Fiir die Welle gilt folgende Dispersionsrelation:
212 )
wQZCn—Z mit n = \/€u, ;%

Die Phasengeschwindigkeit der Welle ist:
w c
Uph = E = E <c

Noch eine Schlussbemerkung: Es wurde bereits gezeigt, dass es geniigt das E-Feld zu betrachten und daraus
nachher das B-Feld zu berechnen. Zusitzlich wird im folgenden des ofteren der Fall ausbreiten, dass sich die
Strahlen linear in einer Richtung ausbreiten. Damit kann man das Koordinatensystem natiirlich auch so drehen,
dass k = k - €. gilt. Dies vereinfacht einige der obigen Ausdriicke. Man nennt dann die z-Achse auch optische
Achse.

14.2.2. Reflexion und Brechung

Hier wird die Frage geklirt, wie sich ebene Wellen verhalten, wenn sie auf eine Grenzfliche zwischen zwei Medien
mit den Brechungsindizes n, n’ treffen. Dazu definiert man die GroBen an der Grenzfldche wie folgt:

7 Qebrochener

[n] Strahl

einfallender
Strahl
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einfallende Welle: gebrochene Welle:
B, 1) = Byl "0 B(7.t) = “F x B(F,1) B'(F.t) = By F™' Bty = ZF x E'(7,t)
w 9 0 ) 9 w, 9
272 =,
LR 2 _ i 7 2 k"
kJ‘EO’ W = n2 k J‘EO’ w - = F
reflektierte Welle:
E'(7t) = B0 BU(RY) = R x
E"(7,1)
62];//2

k}”J_E(/)', w//2 —

n2

Aus Abschnitt 13.3 weill man, dass folgende Komponenten der Felder stetig sein miissen:
Et, ﬁt, B:h l_jn miissen bei z = 0 stetig sein.

Diese Bedingungen sind nur dann fiir alle Zeiten erfiillbar, wenn die Exponential-Anteile in den Wellen bei z = 0
iibereinstimmen. Es gilt also:

E~F—wt=E'-F—w/t:E/I-F—w’/t (ZZO)
Spezielle bei £ = 0 muss diese Bedingung also auch gelten. Daraus ergibt sich aber sofort:
w=w =uw"

Dies bedeutet, dass sich die Frequenz der Welle bei1£1 Ubertritt von einem Medium in ein anderes nicht @ndert. Um
die Dispersionsrelation zu erfiillen muss sich also k und mithin die Wellenlinge A = 27 /k éndern. Aus obigen
Dispersionsrelationen folgt mit der Gleichheit der Frequenzen:

212 2112 . .

w=uw" = 702 S 5 = |k ="

n n

Aus der speziellen Zeit ¢ = 0 erhélt analog zu oben:
k-Z=kK -Z=kK'-% (2=0)

Dies bedeutet anschaulich, dass sich alle Wellenvektoren in einer Ebene befinden miissen. In der Abbildung sind
Winkel eingezeichnet. Mit diesen kann man nun schreiben:

ky =ksing, k, =k -sin¢’, k, =k"-sin¢"” =k sin¢”

Aus der ersten und letzten Beziehung erhilt man (7 - k=1t kK folgt, weil (f) » = 0 gilt aus obigen Bedingun-
gen):
i ky -k
S.1H¢:79:H_’:1 = ¢:¢//
sing” kg

Analog erhilt man (¢ - k=t K folgt wie oben):

singb’_kigﬁ £k

k n
sing kyk' kK K o

Totalreflexion: Als erste Anwendung kann man die Bedingung fiir Totalreflexion ableiten. Nach obiger Ablei-
tung gilt beim Ubergang von einem optisch dichteren zu einem optisch diinneren medium n’ < n:

7,l/
sing = —sing’ < 1
n

sin ¢’ kann maximal 1 sein. Darum gibt es einen Winkel ¢, = arcsin %, ab dem ¢’ > g werden muss, um obiges
Gesetz zu erfiillen. Bei ¢ = ¢, wird der einfallende Strahl in die Grenzflache gebrochen. Fiir ¢ > ¢ wird folglich

alles Licht reflektiert. Man spricht dann von Totalreflexion.

Man erhilt also insgesamt:
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Satz 14.2 (Brechungsgesetz) Trifft eine ebene, monochromatische Welle auf eine Grenzfliche zwischen Bre-
chungsindizes n und v/, so gilt:
o Die Frequenzen der einlaufenden, gebrochenen und reflektierten Welle sind gleich.
e Alle drei auftretenden Wellenvektoren befinden sich in einer Ebene, die z.B. vom Normalenvektor 1 der
Fléiche und dem Wellenvektor k der einlaufenden Welle aufgespannt wird.
e Bei der Reflexion ist Einfalls- und Ausfallswinkel gleich:

6=
o Fiir den gebrochenen Strahl gilt:
sing  n’
sing’  n
e Ab dem Einfallswinkel
nl

¢y = arcsin —
n

wird das gesamte Licht reflektiert (Totalreflexion).

14.2.3. Weitere Einfache Wellentypen

Dieser Abschnitt listet weitere wellenartige Losungen der Wellengleichungen im Ladungsfreien Raum.

Kugelwellen  breiten sich konzentrisch von einem punktférmigen Erreger aus. Sie werden z.B. von einem Dipol
erzeugt (sieche Abschnitt 12.5). Thre Amplitude fallt mit % gegen 0 ab. Sie gehorchen der Gleichung:

S . e—i(wt—k'r')
E(F,t) = Re  Ep- ——— . (14.2.8)

Diese Wellen haben keine ausgezeichnete Ausbreitungsrichtung. Die Wellenfronten (Phasenflichen) sind vollstédn-
dig kugelsymmetrisch.

Parabolische Wellen  ergeben sich aus den Kugelwellen durch die paraxiale Niherung (achsnahe Strahlen).
D.h. man geht davon aus, dass sich das Licht nur nahe der optischen Achse (z-Achse, also k=k- €, )ausbreitet
(v/22 4+ y? < z). Diese Niherung bedeutet auch, dass man das Fernfeld des Strahlers betrachtet, der Abstand z
also sehr grof ist. Dabei geht r in (14.2.8) iiber in:

2 2
r= V@1t By LY

2z

Mit diesem Ergebnis erhilt man dann:

. E . a—ikz
E(7) = % - exp {zk

2 2
Ty } (14.2.9)

2z

Im Nenner wurde zusiitzlich (22 + y2)/z gegeniiber z in (14.2.8) vernachlissigt. Die folgende Abb. 14.1 zeigt die
Bereiche eines Punktstrahlers mit den verschiedenen Niherungen der Welle.

14.2.4. Helmholtz-Gleichung

Setzt man den Ansatz E(7,t) = E(F) - e=' aus (14.2.2) in die Wellengleichung ein, so ergibt sich die etwas
einfachere Helmholtzgleichung:

(62 + k2) E(® =0|, mit k= (14.2.10)
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Strahler

L

z

N

Kugelwelle parabolische Welle — ebene Welle

Abb. 14.1.: Wellenfeld eines Punktstrahlers, mit Ubergang von der Kugelwelle zu parabolischen und schlieBlich zu ebenen
Wellen

Paraxiale Strahlen: Eine Welle heilit paraxial, wenn die Normalen auf ihren Phasenflichen paraxiale Strah-
len darstellen, ihr Abstand von der optischen Achse (z-Achse) also klein bleibt, im Vergleich zu Position in z-
Richtung, also 22 + y? < 2z2. Dies bedeutet aber auch, dass die Winkel # der Strahlen zur optischen Achse
klein sind (§? < 1). Eine Moglichkeit eine solche Welle zu modellieren ist ein Ansatz, wie fiir die Helmholtz-
Gleichung, also E(7,t) = E(F) - e~'**. Zusiitzlich modifiziert man diesen Ansatz folgendermaBen: Man geht von
ebenen Wellen aus, die sich in z-Richtung ausbreiten E (7) = e~'** und verformt diese Wellenfronten durch einen
positionsabhingigen Faktor A(7). Damit erhdlt man dann:

E(Ft)=EF) -7 mit |E(7) = A(F) - e (14.2.11)
Die Anderung von A(7) muss langsam gegen die Wellenlinge \ = 27” sein. Damit ein Ansatz (14.2.11) der

Helmbholtz-Gleichung (14.2.10) geniigt, muss A(7) der folgenden, paraxiale Helmholtzgleichung genannten, For-
mel geniigen:

. A . 2 2
V3 A - 21'1;%2 =0, dabeiist V3 = % aiyz (14.2.12)

Eine der einfachsten Losungen dieser Gleichung ist die parabolische Welle

2 2
A = 2L exp [—ikx ty ] (14.2.13)
z

14.2.5. Wellenpakete

Alle bisher diskutierten Wellen waren monochromatisch. D.h. sie enthalten nur eine Wellenlidnge (die allerdings
vom Medium abhingt) bzw. nur eine Frequenz. Beide sind iiber die Dispersionsrelation verbunden. In realen Si-
tuationen hat man aber so gut wie nie monochromatisches Licht vorliegen. Selbst ein Laser hat eine gewissen Lini-
enbreite seiner Strahlung. Man muss deswegen Wellenpakete betrachten, die sich aus verschiedenen Frequenzen
zusammensetzen und die auch rdumlich begrenzt sein konnen. Im folgenden wird davon ausgegangen, dass sich
die Welle in positiver z-Richtung bewegt. Dies vereinfacht einiger der Ausriicke. Insbesondere wird k-7 = ke
Auflerdem wird man nicht den ganze E-Feldvektor mitschleppen, sondern nur eine Komponente betrachten. Man
setzt dann fiir ein Wellenpaket an:

Y(z,t) = \/127/00 f (k) eFz=w®t g (14.2.14)

Der Faktor f(k) gibt an, wie stark die Mode % in dem Wellenpaket enthalten ist. Man nimmt hier eine ganz
allgemeine Dispersionsrelation an:

w(k) = & w==w(k) (14.2.15)

Die zweite allgemeinere Form geht durch Auflésen nach w der linken Form hervor. Zur Zeit ¢ = 0 stellt nach
(14.2.14) ¢(z,t) gerade die Fouriertransformierte der Funktion f(k) dar. Damit kann man die FT umkehren und

© 2004-2006 by Jan Krieger (http://www.jkrieger.de/) -73-


http://www.jkrieger.de/

14. Elektromagnetische Wellen

erhiilt:
f(k) = \/%/m A(z,0)e7** dz (14.2.16)

Weist die Verteilung f(k) ein scharfes Maximum kg auf, so liefert nur ein relativ kleiner Bereich Ak um
ko einen Beitrag zur Welle. Dieser Umstand bedeutet aber wegen der Dispersionsrelation (14.2.15), dass auch
nur ein relativ kleiner Bereich von w eine Rolle spielt. Man kann deswegen w(k) um kg nach Taylor entwi-

ckeln:
dw d?w 9 9
wk) mwlko) + | (k—ko)+ a| (k= ko) =wotvg- (k— ko)t (k—ko)?  (142.17)
dk g, dk® |,
(14.2.18)
Dabei wurden folgende Setzungen gemacht:
dw T
Vg = — Gruppengeschwindigkeit (14.2.19)
dk g,
d’w . .
Y= T3 Dispersionsparameter (14.2.20)
dk? |,

Sollte w(k) in der Umgebung von kg stark variieren kann es u.U. nétig sein noch weitere Ordnungen der Taylor-
Entwicklung hinzuzunehmen. Das dndert aber nichts an der Bedeutung der hier aufgefiihrten Parameter v, und +.
Setzt man diese Entwicklung bis zur ersten ordnung in k£ nun in (14.2.14) ein, so erhélt man:

[ -
2 t) A — k) ellkz=(wotve(k=ko))t] qp — 14.2.21
¥(z,1) TS /_ N f(k) ( )
S > -
_ i(vgko—wo)t k ilkz—wvgk-t] dk = 14.2.22
—— € (§] L.
V2r /_oo 1k) ( :
= el(veho—wo)t (2 4, t,0) (14.2.23)

Berechnet man die Intensitit dieser Wellen (also die Energiedichte), so erhélt man:
10(2,8))* = [(z — vyt, 0)[? (14.2.24)

Dies bedeutet, dass sich die Form der Welle in der Zeit nicht verdndert, da die gesamte Zeitabhdngigkeit in der
Ortskoordinate z — z — w4t steckt. Ein Wellenberg der selben Form, wie bei ¢ = 0 breitet sich also mit der
Gruppeneschwindigkeit v, im Medium aus. Diese Gruppengeschwindgkeit ist i.A. von der Phasengeschwindigkeit
verschieden.

Setzt man hohere Ordnungen der Entwicklung ein, so ergeben sich Terme die zur Deformation des Wellenpaketes

fithren:
1 > i[kz— (wotvg- (h—ko)+7(k? —2kok-+k3) ) t]
Y(z,t) ~ —= f(k) et LFm ooy onTho dk =
V2T J oo
1

_ L i(veko—wo—k2)t [T (k) o (B2 (vekt2hokryk?) t] g1

V2T — o
1

- ﬁei(vgkﬂwoﬂ’“?})t h f(k) ei[’“'(Z*{vg+2km}.t)+7’“2't] dk
™ —o0

ik2t

Hier treten also nun Terme o e
Form des Wellenpaketes fiihren.

unter dem Fourier-Integral auf, die zu einer (zeitabhingigen) Veridnderung der

14.3. Losung der Wellengleichung in leitenden Medien

Bisher wurde nur die Ausbreitung von Wellen in nicht-leitenden Medien besprochen. Dort werden zwar die gebun-
denen Elektronen der Atome durch die EM-Felder zu Schwingungen angeregt, die Schwingungen sind aber lokal
stark eingegrenzt, sodass sich eine Verteilung von lokalisierten Dipolen (und Quadrupolen...) ausbildet. In Leitern
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stimmt passiert das selbe. Es gibt aber auch freie Ladungstriger, die sich iiber weite Strecken bewegen konnen.
Diese Bewegung ist nur durch den elektrischen spezifischen Widerstand o des Materials beschrinkt. Damit gilt
neben den Maxwell-Gleichungen noch das Ohm’sche Gesetz

- —

j=o0-E. (14.3.1)
Hier wird angenommen, dass es sich um einen neutralen, leitenden Korper handelt, sodass die freie Ladungs-

tragerdichte im Mittel pg, = 0 ist. Damit gelten folgende gednderte (im Vergleich zu Abschnitt 14.1) Maxwell-
Gleichungen:

eV-E=0 uV-H =0 (14.3.2)
L H . o E  4dr. 4 .
Oxpa O G COF _dre dmo g (14.3.3)
c Ot c Ot c c

Die Ableitung der Wellengleichungen lduft analog zu Abschnitt 14.1 durch Rotationsbildung:

o )= _afy B0 (4o 5, €OE
(V H) = AE+c8t<c E+cat =

”%f);ﬁW.E)_Am

~ 47r0,u6ﬁ ue@zﬁ
B R T )

O:ﬁx<V><E+

SHRS
Q?‘QJ

Statt der einfachen Wellengleichungen gelten in Leitern also die Telegraphengleichungen:

Satz 14.3 (Telegraphengleichung) In cinem Leiter mit den linearen Parametern €, und dem spezifischen
Ohm’schen Widerstand o gelten folgende Differentialgleichungen fiir die Ausbreitung von Wellen:

AE- R B2 2 (14.3.4)

= Amou OH LLE 0%H

=0 (14.3.5)

(14.3.6)

Als Losung kann man wieder den einfachen Ansatz fiir ebene Wellen verwenden:
E(7,t) = By elFr-wt) H(7,t) = HyelFr=wb (14.3.7)

Es wird sich aber zeigen, dass er nun geddmpfte monochromatische Wellen beschreibt. Setzt man nimlich diesen
Ansatz in die Telegraphengleichungen ein, so erhilt man:

0=A {Eo ei(EF—wt):| _ <4WJM8 + “632> {EO ei(EF—wt):| _

2 ot 2 ot?

— _k2. E el(kT wt)+4ﬂ-aulw E el(k?" wt)+ —w _Eoei(E'F—wt)
2 2
Epw Ampow
= k? - — =0
c? 2w

Damit erhilt man folgende Dispersionsrelation:

2 4 2
k2:°"2-u-(e+i. ”"):“’.n?e(c (1438)
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Dabei ist jetzt der Brechungsindex n eine komplexe Grofe:

Ao

n=lep+i- eC (14.3.9)

Setzt man nun allgemein k = k’+ic und betrachtet damit die Wellenfunktion, so ergibt sich:
E_v'(,,—,o7 t) — EO ei(kz—wt) _ E’O e~ % ei(k’z—wt)
Der hintere Faktor el(k'z—«?) entspricht den iiblichen ebenen Wellen. Der vordere Anteil e~“Z fiihrt zu einer Damp-

fung der Welle, die umso stirker ist, desto weiter das EM-Feld in den Leiter eindringt. Damit ergeben sich inter-
essante Effekte:

e Das EM-Feld kann durch diinne Metallschichten durchdringen, sodass sich auch hinter einem diinnen Spie-
gel noch Licht messen ldsst. Man nennt diese Wellen evaneszente Wellen:

evaneszentes Feld

— dunner,

metallischer Spiegel

e Skin-Effekt: Trifft ein EM-Feld auf eine leitende Fliche und ist diese diinn (z.B. diinne Gold-Folie), so
dringt das Feld etwas in das Metall ein. Ist das Feld nach der diinnen Leiterschicht noch nicht verschwunden,
so wirkt die Folie ,,durchsichtig®.

e Die Ausbreitung von EM-Wellen in Leitern wird durch den Widerstand des Materials begrenzt. Je niedriger
dieser Widerstand ist, desto weiter kann sich die Welle im Medium ausbreiten.

Fir die Geometrie der Wellen ergeben sich die gleichen Ergebnisse, wie unter 14.2. Die E- und H-Felder ste-
hen senkrecht aufeinander und senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung k£ (Wellenvektor). Dies kann man durch
explizites Nachrechnen analog zu 14.2 zeigen.
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15. Einfuhrung und Relativistische
Mechanik

15.1. Postulate und Minkowski-Raum

Es hat sich gezeigt, dass die Newton’sche Mechanik nur in den Grenzen kleiner Geschwindigkeiten (im Ver-
gleich zur Lichtgeschwindigkeit c) giiltig ist. Kommt die Groenordnung von v in die Néhe der Lichtgeschwin-
digkeit, so gilt die relativistische Mechanik, wie sie von Einstein entwickelt wurde. In diesem Skript soll nun
die Einstein’sche spezielle Relativitiitstheorie (SRT) dargestellt werden. Man geht dabei von drei Postulaten
aus:

Axiom 15.1 (Konstanz der Lichtgeschwindigkeit) Die Lichtgeschwindigkeit ¢ =~ 2.99 - 108 % ist in allen Be-
zugssystemen gleich.

Axiom 15.2 (Invarianz der physikalischen Gesetze/Relativitiatsprinzip) Die physikalischen Gesetze sind in
allen Inertialsystemen gleich. Dies bedeutet es gibt keine ausgezeichneten Bezugssysteme.

Axiom 15.3 (Korrespondenzprinzip) Im Grenzfall v/c — 0 gehen die relativistischen Gesetze in die Gesetze
der klassischen Newton’schen Mechanik iiber. Die Elektrodynamik ist bereits invariant, da sie die Lichtgeschwin-
digkeit c explizit enthdlt. Hier muss also kein Grenziibergang vollzogen werden.

Man betrachtet in der Relativititstheorie sog. Inertialsysteme und Beziehungen zwischen den Groflen in solchen
Inertialsystemen. Dabei gilt:

Definition 15.1 (Inertialsystem) Ein Inertialsystem ist ein Bezugssystem (z.B. Koordinatensystem) in dem sich
jeder massebehaftete Korper, auf den keine Kraft wirkt, gleichformig und gerade fortbewegt. Dies bedeutet, dass
sich zwei Inertialsysteme K, K' zueinander nur mit einer konstanten Geschwindigkeit v,,; bewegen konnen.

Diese Definition impliziert auch, dass es keine absoluten Geschwindigkeiten mehr gibt, da nur Relativgeschwin-
digkeiten definierbar sind. Es gibt ja nach dem Axiom 15.2 auch kein ausgezeichnetes Bezugssystem, relativ zu
dem man eine absolute Geschwindigkeit definieren konnte. Es zeigt sich, dass es giinstig ist die Objekte der spe-
ziellen Relativititstheorie nicht mehr im R3 zu beschreiben, sondern in einem vierdimensionalen Raum, genannt
Minkowski-Raum. Hier wird noch die Zeit ¢ als unabhingige Variable hinzugenommen. Es seien noch einige
Definitionen vorausgeschickt:

e Vektoren, deren Indizes oben notiert werden heiflen kontravariant.
e Vektoren, deren Indizes unten notiert werden heilen kovariant.
¢ Einstein’sche Summenkonvention: Tauchen in einer Formel zwei gleiche Indizes auf, von denen einer un-

ten und einer oben steht, so wird implizit iber diesen Index summiert (und zwar von 0 bis 3). Summationen,
in denen zwei gleiche Indizes oben oder unten stehen sind nicht definiert.
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e Matritzen: In Matritzen bedeutet der vordere Index die zeile und der hintere Index die Spalte, also

Al 1 A12
A A
AZei]e,Spa]te = 21 22

Definition 15.2 (Minkowski-Raum) Der Minkowski-Raum ist ein vierdimensionaler metrischer Vektorraum
iiber den reellen Zahlen R. Man notiert Elemente des Minkowski-Raumes so:

ct

== ()|

z

Auf dem Minkowski-Raum kann man nun eine Metrik einfiihren, indem man ein Skalarprodukt definiert. Bei der
Definition muss man beachten, dass folgendes Lingenquadrat invariant unter Wechsel des Bezugssystems ist:

82 _ (1,0)2 o (1,0)2 o (1,2)2 . (1,3)2 _ C2t2 o 52.
Man definiert also folgendes Skalarprodukt:

(@, y) = (&) - (yp) = 2" gy’ = () - W) = 2,9"" Y0 Komponentenschreibweise (15.1.1)
= J:Tgy Vektorschreibweise (15.1.2)

Dabei ist g, = g der sog. metrische Tensor, der die Geometrie des Raumes festlegt. Es gilt:

1 0 0 0
0 -1 0 0
— (MY
@) =@")=10 o -1 o (15.1.3)
0 0 0 -1
Es gilt folgende praktische Beziehung:
guagau_é-g_{l nw=rv
0 sonst

Daraus ergeben sich wichtige Folgerungen:

1. Das Skalarprodukt (und damit die Abstandsnorm) auf dem Minkowski-Raum sind nicht mehr positiv semi-
definit, sondern kénnen auch negativ sein.

2. Man kann ko- und kontravariante Vektoren ineinander umrechnen:

v v
Ty = G =g,
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15.2. Lorentz-Transformation

Definition 15.3 (Lorentz-Transformation) Zwei Inertialsysteme K, K' bewegen sich zueinander mit einer rela-
tiven Geschwindigkeit, v, bzw. 3 = % (0.B.d.A in z-Richtung). Man betrachtet das System K als ruhend, wiihrend
sich K’ bewegt.

—2 X

Die Frage lautet nun, wie der Vektor x* im System K im System K' aussieht (dort Vektor x'*). Diese Transforma-
tion erfolgt iiber die sog. Lorentz-Transformation A ()", mit

o't = Ayuz”  und  x), = g2’ = xg[AT]0,. (15.2.1)

Es handelt sich hierbei um eine Gruppe linearer Transformationen, die explizit die Lichtgeschwindigkeit c als
obere Grenze enthalten. Sie ersetzen die Galilei-Transformationen der klassischen Mechanik. Man definiert fiir
eine Relativbewegung in x-Richtung:

v =By 00 :
_ |8y ~ 00 _ _ Y
@G =1 o' o 1 o 1= i B=- (15.2.2)
0 0 0 1

Damit erhdilt man sofort auch die Matrix-Darstellung der Riicktransformation (8 — —f3):

Yy By 00
_ v 0 0
(A1) = gush®g™ = (A(-B)) = [0 7 9 2 (1523)
0 0 0 1
Es gibt noch eine alternative Darstellung, die nicht mit (3, sonder mit dem sog. Boost-Parameter o (Rapidity)
parametrisiert:
cosha sinha 0 0
sinha cosha 0 0 .
(A()") = 0 0 1 0 cosha =, sinha=-0vy, tanha=-0 (15.2.4)
0 0 0 1

Die Bedeutung des Boost-Parameters wird bei der Geschwindigkeitsaddition in 15.4.1 klar. Man kann nun explizit
die Transformation angeben:

ct’ = v(ct — Bzx) y =y (15.2.5)
z' = v(z — Bet) 7=z

Fiir die Transformationsmatrix gilt:

AuozguuAVﬁ = Jagp (1526)

Man kann nun noch verifizieren, dass das Langenquadrat tatsidchlich invariant bleibt:

(ct')? — 2" = *[(ct — Bz)* — (z — Bet)?] = A [H? — 2ctfx + [22* — 2* + 2zfct — B2PH?] =
—_ 72(1 _ ﬂ2)62t2 +’Y2(ﬁ2 _ 1)$2 _ 62t2 _ Q?Q

Man kann nun die Klasse der sog. Vierervektoren definieren:
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Definition 15.4 (Vierervektoren) Jede vierdimensionale Grofie
a0
1
w_ | @
(ak) = a2
a3

die sich wie ein Minkowski-Ortsvektor unter Lorentz-Transformationen verhdlt heifst Vierer-Vektor. Insbesondere
sind somit die Lingenquadrate von Vierervektoren invariant unter Lorentz-Trafos:

M _ v/
a~a, =a a,

Als Beispiel fiir das Transformationsverhalten eines Vektor betrachtet man noch das Analogon zum ﬁ—Operator.

Man definiert ihn als (aﬂ) = (% %, 6) . Um das Transformationsverhalten zu ermitteln, rechnet man:

0 o 2 a3y 0O 0 o 2 a3 0 0 1 2 sy 9T
81f('r y LT, & )_ f(CC y Uy, T >_[ f(CC y T, T, T ):I -
He Ozt ox'v oxH
0 - 0 .
— [Wf(xl()? Ill, 56/2, x/s)} ADM :(AVN 833”/)‘)@(1,/07 1_117 x/2’ I/S) —

:(AV/LaL)f(I/O, x/l’ :E/27 x/3)

Insgesamt ergibt sich also:

Satz 15.1 (Ableitungsoperator) Man definiert das Analogon zum ﬁ-Operator im Minkowski-Raum als:
10
9,) = [ cat 15.2.7
Dieser Vektor transformiert wie ein kovarianter Vektor:
9, = (A7)

Der zugehorige kontravariante Vektor lautet also:

@)= (°

) (15.2.8)

S

Mit Hilfe des Operators J,, kann man nun auch den relativistischen d’ Alembert-Operator definieren:

Satz 15.2 (d’Alembert-Operator)

O0=09,0" = 292 \Y (15.2.9)

Dieser Operator ist ein Lorentz-Skalar, also invariant unter Lorentz-Trafos.

Neben Vektoren, die sich lorentzkovariant verhalten kann man auch Objekte hoherer Dimension mit dem selben
Transformationsverhalten definieren. Man nennt ein mathematisches Objekt, das mit k Indizes versehen ist einen
Tensor k-ter Stufe. Damit erhilt man folgende Beispiele:

Tensor 0. Stufe: Skalar, Tensor 1. Stufe: Vektor, Tensor 2. Stufe: Matrix usw.

Nun definiert man kontravariante Tensoren als:
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Definition 15.5 (Kontra-, kovariante und gemischte Tensoren k-ter Stufe)
e Eine k-fach indizierte Grofie T (alle Indizes oben) heifit vollstindig kontravarianter Tensor k-ter
Stufe, falls sie sich unter Lorentz-Transformationen wie folgt verhiilt:

T'or -0k = A | A¥g TPL-Pr (15.2.10)
e Daraus kann man den einen vollstindig kovarianten Tensor k-ter Stufe konstruieren:
Toy..on = Jorpy--Gour g TP P" (15.2.11)
Sein Transformationsverhalten unter Lorentz-Trafos ist:
T on = T61. 5 [AT ]P0y AR, (15.2.12)

O

e Man kann auch gemischte Tensoren definieren, bei denen einige Grofien oben und einige unten stehen
(Beispiel k = 2):

T% =T*g.,5 = g*"T,s TP = gor TP = Toy g (15.2.13)
Ihr Transformationsverhalten ist:

T'% = T'*Vg,5 = A% A, TH g3 = A% A, T g% g5 = (15.2.14)
= A% T[N (15.2.15)

Auf Tensoren k-ter Stufe sind einige algebraische Operationen definiert:

o Komponentenweise Addition: Die GroBe a A%t~ + bBB1---Bn igt ein kontravarianter Tensor n-ter Stufe,
wenn a und b Lorentz-Skalare sind.

e Multiplikation: Die GroBe A+ BA1--Bm ist ein kontravarianter Tensor (n + m)-ter Stufe.

e Verjiingung: Die Grofie Aal“'(""ﬁﬁﬁ'ﬂl“'% ist ein kontravarianter Tensor (n + r)-ter Stufe. Dabei war A
(n + 2 + r)-ter Stufe. Die Dimension des Tensors wird so also um die Anzahl 2 der gleichgesetzten Indizes
verringert. Ein Beispiel ist die Spurbildung eines Tensors 2-ter Stufe: Spur(A#,) = A%,.

Man kann die Definition von Tensoren noch auf Tensorfelder erweitern:

Definition 15.6 (Kontravariantes Tensorfeld) Ein kontravariantes Tensorfeld k-ter Stufe ist die Gesamtheit
Ttk (xH) der k-fach indizierten Funktionen des kontravarianten Parametervektors (z#). Das Transformati-
onsverhalten ist definiert durch:

Treaok (ghy = A®g | A%k TO-Pr (A4 ) = A%, . A% TPk (gH) (15.2.16)

Hier ist vor Allem auf das Transformationsverhalten des Parameters zu achten.

15.3. Minkowski-Diagramme

In der SRT erweist es sich als niitzlich sog. Minkowski-Diagramme zu benutzen, um die Sachverhalte darzustel-
len. Ein solches Minkowski-Diagramm ist ein Raum-Zeit-Diagramm und bezieht sich auf den Spezialfall der Be-
wegung in z-Richtung (oder entlang jeder beliebigen Koordinatenachse). Es hat folgenden Aufbau:
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Verschiedene I nertialsystemeim Geschwindigkeiten im
Minkowski-Diagramm Minkowski-Diagramm
ct AN ct' CCAN
Y
Weltlinie des
Lichtes v<c v=cC

> X > X

Abb. 15.1.: Minkowski-Diagramm

Dabei gelten folgende Punkte:
1. Das System K’ = (2/, ct’) bewegt sich mit v reltiv zu K = (z, ct) in positiver z-Richtung.
2. Die Weltlinie eines Photons (v = c¢) ist in allen Diagrammen gleich.

3. Der Ursprung von K’ beschreibt in K folgende Ortskurve: = v - t. Daraus ergibt sich ct = £ -z Damit ist
aber die Winkel ¢ und 6 festgelegt:

tan¢zyzﬁ, 0=

c

—¢

o3

Es bleibt noch die Frage, wie die Koordinatenachsen der zwei Diagramme zu normieren sind. Dazu benutzt man
die Invarianz der Ldangenquadrate von Vierervektoren:

A2 —2? =% —2? =%, s =const

Nun betrachtet man zwei Spezialfille:
1. s2 = 1: Damit gilt:
ct=+vz2+1 und o =va?2+1

Die Kurve ¢t = Va2 + 1 schneidet die ct-Achse fiir z = 0 in ¢t = 1. In einem beliebigen anderen Bezugs-
system schneidet sie die ct’-Achse bei ' = 0 in ¢t’ = 1. Damit iibertriigt diese Kurve den ZeitmaBstab von
System zu System.

2. 52 = —1: Damit gilt:
ct=+vz2—-1 und ct' =22 -1

Diese Kurven schneiden die x-Achse bei z = 1 zum Zeitpunkt ct = 0. Dies gilt wieder in allen Bezugssys-
temen, sodass sie den Lingenmafstab von System zu System iibertragen.

Man erhélt damit:
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ct A

cte=x2-1

> X

Abb. 15.2.: Normiertes Minkowski-Diagramm

Man kann nun verschiedene Arten von Vektoren im Minkowski-Diagramm unterscheiden. Es sind jeweils die
Vektoren mit Endpunkten in den drei markierten Bereichen in Abb. 15.3.

ct , raumartige !
Zukunft zeitartig Ereignisse:

lichtartig

raumartig

X zeitartige
Ereignisse:

\ergangenheit

Abb. 15.3.: Einteilung der Bereiche im Minkowski-Raum (zwei Dimensionen unterdriickt)

Man unterscheidet in Abb. 15.3 drei Bereiche:

1. Alle Weltlinien, die auf den Winkelhalbierenden (oder parallel dazu) liegen sind zeitartig. Es handelt sich
dabei um Teilchen oder Ereignisse, die sich mit Lichtgeschwidigkeit ¢ bewegen.

2. Die Weltlinien im grauen, raumartigen Bereich reprisentieren Ereignisse, die keinen kausalen Zusammen-
hang mit einem Ereignis im Ursprung 0 haben, da sie sich auch mit Lichtgeschwindigkeit nicht rechtzeitig
bis zum Ursprung ausbreiten konnen.

3. Die Weltlinien innerhalb des hellen Kegels reprisentieren zeitartige Ereignisse. Diese konnen in einem
kausalen Zusammenhang mit O stehen, da sie diesen mit & < c erreichen, oder von ihm erreicht werden

konnen. Dies bedeutet, dass Ereignisse aus der Vergangenheit auf 0 wirken konnen und zukiinftige Ereignisse
von 0 beeinflusst werden konnen.

15.4. Einfache Folgerungen aus der Lorentz-Trafo

Aus der Lorentz-Transformation kann man sofort einige einfach und grundlegende Beziehungen folgern:
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15.4.1. Geschwindigkeitsaddition

Man betrachtet drei Bezugssysteme K, K’, K”. Dabei ruht K. K’ bewegt

sich mit vy relativ zu K. Das System K’ bewegt sich dann mit vy rela- L L

tiv zu K'. Man fragt nun nach der Geschwindigkeit, mit der sich der Ur- K > K K"
sprung von K’ im System K bewegt. Sie wird mit v1o bezeichnet. Im ~N 0 7
nicht-relativistischen Fall ist dies einfach Vi3 = v; + vs. Dies entspricht L

der Situation, bei der jemand aus einem fahrenden Zug einen Ball nach vor-

ne wirft. Dieser hat ja schon die Grundgeschwindigkeit des Zuges v; und

erhilt so eine zusitzliche Geschwindigkeit v. Im relativistischen fall ist dies komplizierter. Der Ansatz ist aber
einfach. Um vom System K ins System K’ zu gelangen gibt es zwei Wege (siehe Abbildung rechts): Zum einen
direkt iiber eine Lorentz-Trafo A. Zum anderen iiber das System K’ als Zwischenschritt, also mit A’A”. Damit
muss man aber diese zwei Ausdriicke nur gleichsetzen. Es gilt also (die unbenutzten Dimensionen y, z werden
weggelassen):

_ . / _Ala " A
A= <—g’7 5’7) =ANAN = <—gl’7l 5/’}/) <—gﬁ’7// i//"/ ) =
_ ( 7/7” Jr6/6//,>//,.)/1/ 7,}//,}/151 ’Y”Y”ﬂ”) _ <,Y/,>//(1 Jrﬂlﬁu) *’Y,’}/,(ﬂ/ +ﬂ”))
—’V/’Y//ﬂ/ o ,7/7//5// ’7/’)// + ﬂ’ﬂ”w’v” _’Y/’YH(/BI + /BH) ’7/’}/”(1 + ﬁ/ﬂ//)
Daraus ergeben sich zwei Gleichungen:
v = ,7/7//(1 +5//6/l)
!
=By =78 +B8") ==y 1+ 58"
,3/ +,6H
1 +ﬁ/ﬁ”

= 0=

Man erhilt also als Endergebnis:

Satz 15.3 (Relativistische Geschwindigkeitsaddition) Ein System K’ bewege sich relativ zum Ruhesystem K
mit 3' = “L. Ein weiteres System K" bewegt sich relativ zu K' mit 3" = 2. Die Geschwindigkeit, mit der sich
K" relativ zu K bewegt ist dann mit 3 = “12;

B+ 6" V1 + U2
= 1+I8/ﬂ// V12 = 1 + V1V
&

Im Grenzfall B’ ~ (" < 1 folgt wieder vio = v1 + vs. Ist nun weiter die Geschwindigkeit von K" ein Vektor
Uy = (Vag, Vay, Va,) und bewegt sich K' weiterhin parallel zur x-Achse (U1 = (v15,0,0)), so gilt noch:

2 2
v 1-— Yig Vo, 1— Vi
WV T e e (15.4.2)

1+ vlgégzx V122 = 14+ vn(r;gzz

3 (15.4.1)

Vi2y =

Der Boostparameter « einer Lorentz-Trafo ldsst sich schreiben als 5 = — tanh «. Setzt man dies in (15.4.1) ein,
so erhilt man:

tanh o/ + tanh o/
" 1+ tanha - tanh o’
Der rechte Teil dieser Formel entspricht aber gerade dem Additionstheorem fiir den Tanges-Hyperbolicus, sodass
man tanh o« = tanh(o’ + ). Man kann damit folgern, dass sich die Rapidity «, im Gegensatz zur Geschwindig-
keit @, bzw. 3 additiv verhilt.

—tanha = (15.4.3)

15.4.2. Zeitdilatation

Ein Beobachter im Ruhesystem K lédsst zu den Zeitpunkten ¢1 und ¢o am Ort z = 0 zwei Lichtblitze los. Ein
weiterer Beobachter im bewegten System K’ (Relativgeschwindigkeit v) beobachtet diese zu den Zeitpunkten ¢}
und ¢,. Es gilt mit (15.2.5):

ct) = ety cth = ~vyeto
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Daraus ergibt sich fiir die Zeitdifferenz:

Aﬂ:g—ﬁ:ﬂm—mﬁz—éi—>At (15.4.4)

Ny

Da v > 1 gilt verldngert sich ein Zeitintervall fiir den sich bewegenden Beobachter. Man kann die skurz zusam-
menfassen:

Uhren in bewegten Systemen gehen langsamer.

Der Vorgang stellt sich so in einem Minkowski-Diagramm dar:

Zeitdilatation:

ct A o' ct=x+1

r>1 Weltlinien der

zwel Lichtblitze

> X

Abb. 15.4.: Zeitdilatation im Minkowski-Diagramm

Die zwei Lichtblitze sind eingezeichnet (griine Weltlinien). Die Zeiten ¢ und ¢’ ergeben sich aus den Schnittpunkten
mit den Koordinatenachsen.

15.4.3. Langenkontraktion

Im Ruhesystem K befindet sich ein Stab der Linge Al (x1 = 0,22 = Al) ldngs der x-Achse. Ein mit v vorbei-
fliegender Beobachter misst die Linge des Stabes in seinem System, indem er Anfang und Ende des Stabes zur
gleichen Zeit bestimmt. Es gilt fiir die Raum-Zeitpunkt des Stabes in K':

x) = (0 — Bety) xh = (Al — Bets) cty = v(cty —0) cth = y(cty — BAI)
Im System K" soll die Messung gleichzeitig erfolgen, also t| = ). Es ergibt sich dann:

=0

t] th, —t
C1_C(2 1)

Al = 24(t') — 24 (') = y(wg — 21 — Be(ta — t1)) cty — ¢ty = ctg — P + BAl = BAI

1- 32
V1-p32

= Al = ~y(xy — 1 — BAl) = y(Deltal — *Al) = Al

Insgesamt gilt also:

A
Al — 75 —V/1I—3-Al<Al (15.4.5)

Dies bedeutet der bewegte Beobachter misst eine kiirzere Linge, als der ruhende, oder auch andersrum:
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Bewegte Mafistibe erscheinen kiirzer.

Das ganze stellt sich so im Minkowski-Diagramm dar:

L angenkontraktion:

A ct

cte=x2-1

> X

Loe<l 1

Abb. 15.5.: Langenkontraktion im Minkowski-Diagramm

Man sieht die Weltlinien des Anfangs- und Endpunktes des MaBstabes. In seinem Ruhesystem K’ ist er Deltal =
1 LE lang. Im Ruhesystem des Beobachters (K) ist er Al < 1 LE lang.
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relativistischen Mechanik

In diesem Abschnitt soll die Lorentzkovariante Formulierung der Mechanik vorgestellt werden. Dies bedeutet,
dass man eine Form der mechanischen Gesetze findet, die im nicht-relativistischen Grenzfall in die Newton’schen
Gesetze iibergeht und zusitzlich invariant unter Lorentz-Trafos ist.

In der nicht-relativistischen Mechanik tritt das Differential ‘é—”{ = z auf. Dieses ldsst sich auch so (mit dem Vierer-
Ortsvektor) fomulieren: % Es zeigt sich nun aber, dass diese Grofe nicht Lorentz-invariant ist. Um die Mechanik
aber Lorentz-invariant zu formulieren macht es sicher Sinn zunéchst eine Form dieses Differentials zu finden, die
Lorentz-invariant ist. Da z* ein zeitartiger Vektor ist, gibt es sicher immer ein Koordinatensystem, in dem er
momentan ruht. Dort gilt dann sicher auch da’* = (edr, 0,0, 0). Der Vektor bewegt sich dort also nur in der Zeit,
bleibt aber am selben Ort (ruht). Man nennt die Zeit in diesem System Eigenzeit. Da nun dz* ein Vierervektor ist,
bleibt auch sein Langenquadrat erhalten, sodass man erhélt:

datdz, = Adt* — di® = da'*da!, = *dr? > 0 (16.1)

Man erhilt also zusammenfassend folgenden Satz:

Satz 16.1 (Eigenzeitdifferential d7) Das Eigenzeitdifferential erhdilt man aus (16.1) zu:

1 (di\? 1 (da\?

Dieses Eigenzeitdifferential ist ein Lorentz-Skalar, also invariant unter Lorentz-Trafo. Es gibt die Zeitskala im
Ruhesystem des bewegten Objektes an.

Dividiert man die Beziehung (16.1) durch d72, so ergibt such:

m m !
det dz,  da*dx,

dr dr dr dr

Die so erhaltene Differentialform ist also invariant unter Lorentz-Trafos und man kann nun definieren:

Definition 16.1 (Vierergeschwindigkeit)

() = = (a#) = (d(;:)) < 11_ @ . <;> (16.3)

C

Der Betrag dieses Vektors ldsst sich im Ruhesystem (v = 1, = 0) berechnen:

ufu, = 2 (16.4)

Man stellt fest, dass die Division eines beliebigen Vierergroe durch einen Lorentz-Skalar wieder auf eine Vierer-
grofe fithrt. Man kann dann auch noch die anderen Groen der Mechanik als Vierervektoren definieren:
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Definition 16.2 (Viererimpuls, geschwindigkeitsabhiingige Masse)

) =mo- (W) = —20 Ly (cg?) = ymo (;,) (16.5)

/1_%dt

Dabei ist p = mi der physikalische Impuls. Die Grofie my ist ein Lorentz-Skalar und entspricht der Masse des
Teilchens gemessen in seinem Ruhesystem. Man kann dann
. m
m = m(Z) = 70_ (16.6)
122
C2

als geschwindigkeitsabhdngige, relativistische Masse des bewegten Korpers auffassen. Im folgenden wird m (ohne
Index) die geschwindigkeitsabhdngige Masse und mq die Ruhemasse eines Teilchens bezeichnen.
Der Betrag des Viererimpulses ergibt sich im Ruhesystem zu:

p'pu = mgc? (16.7)
Definition 16.3 (Viererkraft)
d d e - dp
BY = — (pH) = v— (pH) = dt _
(F*) = - @) =74 (") 7(F> F=— (16.8)
Es gilt auflerdem:
pu " =0 (16.9)

Die Kraft steht also stets senkrecht auf dem Impuls. Die zeitliche Komponente der Viererkraft beschreibt die zeitli-
che Anderung der kinetischen Energie des bewegten Teilchens.

Die Beziehung (16.9) muss noch nachgewiesen werden. Man betrachtet dazu:

d
Einerseits: —p,p" = —m2c?2 =0
dTpHp dr e

d
Andererseits: Epﬂp“ =F.p" =p, F"
Vergleicht man diese beiden Ergebnisse, so ergibt sich sofort (16.9).

Nun kann man (16.9) verwenden, um den zeitlichen Anteil der Viererkraft zu interpretieren. Der raumliche Anteil
ist ja einfach die nicht-relativistische Kraft F' multipliziert mit dem Vorfaktor ~, in dem die Geschwindigkeit des
bewegten Objektes, auf das die Kraft wirkt auftaucht. Es ergibt sich nun:
0=puF" = poF° + piF' + poF? + p3F°
= poF’ = —p1F' — poF? — p3F® = —yp - F = y*mov - F
V2ot - F _ Pmov- F .

Po ymoc

=

My

éF():

X
:’Yi.
c

Fiir die klassische Leistung gilt im potentialfreien Raum (V' (Z) = 0)

Lo - . dE
P=-F - %F=-mf -¥=—,
dt

sodass die zeitliche Komponente der Viererkraft gerade die Anderung der Energie E des Korpers entspricht. Im
Potentialfreien Raum (V' (Z) = 0) gilt E = T.Dabeiist T = %52 die kinetische Energie des Korpers. Man kann
dann zwei Formen der zeitlichen Komponente aufschreiben:

dp’ o7
Fozdizvp():fT
T C

Daraus erhilt man dann (durch integrieren im zweiten Schritt):

e’ =T = e’ =T+k, k= const
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16. Lorentzkovariante Formulierung der relativistischen Mechanik

Setzt man nun noch p® = —ymyc ein, so erhilt man:
T = ymoc® — ck

Nun kann man noch k bestimmen, da ja T" = 0 fiir v = 0 gelten muss. Dies liefert & = mgc. Man erhilt
dann:

Satz 16.2 (Kinetische Energie) Die relativistische, kinetische Energie T ist:
T = (v — Dmoc® = ymoc® — moc® = me® — moc® (16.10)

Man kann die Formel so interpetieren, dass ein Korper selbst in Ruhe noch eine Energie Ey = moc? (Ruhenergie)
besitzt. Die gesamtenergie des Korpers ist dann:

E=m¢é® = T=FE-E, (16.11)

Dieser Satz impliziert noch die folgende Schreibweise fiir den Viererimpuls:

(") = (Egc> (16.12)

Da nun aber der Viererimpuls ein Vierervektor ist, also sein Lingenquadrat Lorentz-invariant ist und somit gleich
seinem Betrag im Ruhesystem, folgt:

Daraus ergibt sich dann:

Satz 16.3 (relativistische Energie-Impuls-Beziehung)

E? = 13202 + mgc4 = const (16.13)

Zum Schluss soll noch angefiihrt werden:

Satz 16.4 (relativistische Energieerhaltung in konservativen Feldern)

me? + V(&) = moc® + T + V(%) = Eges = const (16.14)

Damit hat man also alle wichtigen Beziehungen der Mechanik in lorentzkovarianter Form geschrieben: Impuls,
Kraft, Geschwindigkeit, Energie, Energieerhaltung. Im nichsten Kapitel soll nun noch die relativistische Lagrange-
Formulierung der Mechanik entwickelt werden.

16.1. Beispiel: Massendefekt

Man betrachte einen ruhenden Atomkern der Ruhemasse M. Er zerfalle in zwei leichtere Kerne der Ruhemas-
sen mg, mp. Die Zerfallsprodukte konnen jeweils einen Impuls tragen, miissen also nicht mehr ruhen. Nur die
Gesamtimpulserhaltung muss gewéhrleistet bleiben. Man kann also ansetzen:

(") = (]\éc> (ph) = ( I{O) (7)) = (];%O)

Es gilt Impulserhaltung. Dies liefert zwei Gleichungen:

Pao +Ppro = Mc
ﬁa +ﬁb :6
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Auflerdem gilt fiir jedes der Zerfallsprodukte, dass die Linge des Impulsvierervektors erhalten bleibt. Spezi-
ell im jeweiligen Ruhesystem (v = 0) ist diese p’“p’M = m3c*. Damit ergeben sich zwei weitere Gleichun-
gen:

2 — 2 4
Pao — Pg = MyC
2 — 2 4
Ppo — Pp = M€

Subtrahiert man diese beiden Gleichungen, so ergibt sich:

PZO - Pgo —Pq TPy =D
—_———

Man kann dies noch etwas umschreiben:

Pao — Pho = (Pao + Pv0) (Pao — Pro) = Mc(pao — peo) = (m2 — mi)c*

Daraus erhilt man dann durch Umstellen und unter Benutzung von p,o + pro = Mc:

c E

00 = M2 2 2 _ a
Pao = 5o (M? 4+ — i) = =
_ ¢ 2 2 2 _Eb
pbO_TM(M ma+mb)——C

Aus der Energieerhaltung erhilt man:

E, E
Yoy B mEE TR+ \fmie + 1 = EE T+ \fmic + i = Me

c
Aus dieser Gleichung kann man aber mit ]53 > ( ablesen, dass
M > mg +my
Der zerfallende Kern muss also eine groflere Masse haben als beide Zerfallsprodukte zusammen. Die Massen-

differenz M — m, — m; wird in kinetische Energie umgesetzt, sodass die Zerfallsprodukte auseinander flie-
gen.

16.2. Beispiel: Compton-Effekt

p=0

Abb. 16.1.: Compton-Effekt

Ein Photon mit Impuls k (Ruhemasse myy;, = 0, Energie E,;, = c|E |) treffe auf ein ruhendes Elektron p'= 0, m, =

511%. Nach der Streuung habe das Photon den Impuls K #* k und das Elektron P’ # 0. Man kann dann die
Vierervektoren aufstellen:

() = <Z'> () = (Z') = (") o= (%)

Es gilt Impuls und Energieerhaltung. zunichst berechnet man die Energien der einzelnen Teilchen:

E,, = C|E\ El')h = C|E’| E. = m.c? E. = \/m2c* + ¢2p?
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Man erhilt also folgendes Gleichungssystem:

Epn+ E.=E,, + E, PEN C|E|+m602:c|E'|+ mZct + 2p?
k+p=FkK+7 s F=k—F

Man kann diese Formeln kombinieren und erhilt (k = ||, k' = |K'|):

(k +mec— k)% =m2 + (k— K')? = m2Pk? + k' — 2kk' = m2c*k? + k' — 2kK cos 0
& k2 4+ m2c + k% + 2kmec — 2kK — 2mock’ = m2Pk? + k% — 2kK' cos 6
& 2mec(k — k') = k'k(1 — cos0)

Daraus ergibt sich also folgende Beziehung fiir den Streuwinkel 6 der Photonen:

l—cosf 1 1

2me.e kK k
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17. Lagrange-Formulierung der
relativistischen Mechanik

In diesem Abschnitt wird es die Aufgabe sein eine Lagrange-Funktion anzugeben, aus der die relativistischen
Bewegungsgleichungen abgeleitet werden konnen. Man macht folgenden Ansatz:

Definition 17.1 (Lagrange-Funktion eines relativistischen Teilchens)

L=—-mc?\[1-= — V() (17.1)
C

Setzt man diesen Ansatz in die Euler-Lagrange-Gleichung ein (hier nur 1D), so ergibt sich:

d /(0L oL d 9 1 2:ic +8V d( .)+8V dp+(“)V 0
— =) —5===[m® ——— -2 — =—Mm)+ ===+ —=
dt \ 0z Oor dt 0 9. /1 c? Or dt 7 Or dt Ox
=
L dp .
=F=—==-VV(&
I (%)
Es ergibt sich also die relativistische Kraftgleichung. Es ist zu beachten, dass 7 = m(v) z gilt. Daraus erhilt
man:
Definition 17.2 (Hamilton-Funktion eines relativistischen Teilchens)
m002 s 2
H=——=+V(&) =ymoc® +V = E = const (17.2)
Vi %

Die soeben eingefiihrten Funktionen fithren zwar innerhalb eines einzigen Bezugssystems zu den richtigen Glei-
chungen, sie sind aber nicht Lorentz-kovariant. Die Lorentz-kovariante Lagrange-Funktion muss der folgenden
Lagange-Gleichung gehorchen:

d [ oL oL
o (zw) — o = 0 (17.3)

Hierin sind alle Groflen Lorentzkovariant, also ist es auch das gesamte DGISys. Man muss also L s0 bestimmen,
dass sie in (17.3) eingesetzt die richtige Bewegungsgleichung ergibt. Dies ist nur fiir bestimmte Krifte moglcih.
Ein einfaches Beispiel ist das freie Teilchen:

17.1. Beispiel: Freies, relativistisches Teilchen

Die Bewegungsgleichung des freien Teilchens lautet:
dpt dut
dar - "ar
Um diese aus einer Lagrange-Funktion ableiten zu konnen, muss man setzen:

~ mo
L=—7v"u,
2
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18. Lorentzkovariante Formulierung der
Elektrodynamik

18.1. Die Maxwell-Gleichungen

Man kann hier schon von dem Vorwissen ausgehen, dass die Maxwell-Gleichungen Lorentzkovariant sind. Es
fehlt nur eine Formulierung, in der sie in allen Bezugssystemen die Gleiche Form haben. Da sich die Kontinui-
titsgleichung % + divj = 0 aus den Maxwell-Gleichungen herleitet kann man folgenden Vierervektor ablei-
ten:

Definition 18.1 (Viererstromdichte)

J(Z,

(j*(z")) = (Cf(f’tt))) (18.1.1)

Daraus erhilt man sofort die Kontinuitédtsgleichung in lorentzkovarianter Form:
Oug*(z*) =0

Es bleibt noch zu bemerken, dass die Ladung ¢ eines Systems eine Lorentz-Invariante ist, denn man kann den
Stromdichte-Vektor so umformen, dass sein rdumlicher Anteil 0 wird (man bewegt sich also parallel zu den Stro-
men, mit der selben Geschwindigkeit, wie die Ladungstréger). Dann ist aber fiir ein Volumen V':

& i = v? ’j/“j,/,, =2V?. p? = 2¢* = const.

Die néchste Aufgabe wird es sein eine einfach, lorentzkovariante Formulierung fiir die Maxwell-Gleichungen zu
finden. Diese werden hier nochmals aufgefiihrt:

H 10B(vr,t _
rot E(7, ) + f% =0 div E(7,t) = 4w p(T,t)
C
- _ 10E(7t) 4m-
div B(7,t) = 0 vot B(r, 1) — L2ETD AT

c Ot c
Die rechte Seite der inhomogenen Gleichungen bilden die Viererstromdichte. Die einfachste Formulierung der
linken Seite erfolgt tiber den Feld-Tensor:

Definition 18.2 (relativistischer Feldstirketensor)

0 —-E, —-E, —E,
E 0 —-B B
5% x z Yy
(™) = E, B. 0 -B, (18.1.2)

E. -B, B, 0
Dieser Vektor ist vollstindig antisymmetrisch. Der kovariante Felstirketensor ergibt sich dann zu:

o E, E, E.

N “E, 0 -B, B
(Fuw) = (gpa)(gup) (FP) = _E, B. 0 B (18.1.3)

~E. -B, B, 0

Es wird also lediglich die Ersetzung E——-E durchgefiihrt!
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Damit ergeben sich dann die inhomogenen Maxwell-Gleichungen zu:
0, F" = 4mj”

Man kann mit Hilfe des Feldstirketensors eine wichtige Invariante des EM-Feldes unter Lorentz-Trafos ab-
leiten. Dazu betrachtet man das Analogon zum Skalarprodukt zweier Tensoren 1. Stufe, also F'*VF),,. Diese
Operation entspricht gerade dem Aufsummieren des komponentenweisen Produktes der zwei Tensoren und er-
gibt:

FWF,, =2(B? - E?)

Nun fiithrt man nun noch den zu (F'#") dualen Pseudotensor:

Definition 18.3 (dualer Feldstirke-Pseudotensor, Levi-Civita-Symbol)

+1 fiir gerade Permutationen

1
GH = ie”mﬁFaﬁ mit dem Levi-Civita-Symbol el — 0 _q fiir ungerade Permutationen  (18.1.4)
0 sonst
Dieser Tensor ist vollstindig antisymmetrisch, also G*¥ = —G"*. Berechnet man explizit die Eintrige, dann
erhdlt man:

0 -B, -B, -B.
B, 0 E, -E,
B, -E. 0 E,
B. E, —-E, 0

(G = (18.1.5)

Damit lassen sich auch die inhomogenen Maxwell-Gleichungen angeben:
0,G" =0

Schreibt man die homogenen Maxwell-Gleichungen aus und vergleicht die Terme mit dem Feldstédrketensor F'#¥,
so ergibt sich noch eine Darstellung dieser Gleichungen:

0o FP' + 0, F*P 4 95F7™ =0

Man kann noch eine zweite Invariante des EM-Feldes berechnen. Es zeigt sich, dass die Grofe F),, G ebenfalls
Lorentz-invariant ist:
F,G" =—-4FE-B

Unter der Lorentz-Eichung div A+ %a—f = 0 lassen sich die Maxwell-Gleichungen auch in Form der Potentiale

—

A, ¢ darstellen:
Uep =4mp OA= —J

Da die rechte Seite wieder die Viererstromdichte darstellt und der d’Alembert-Operator ein Lorentz-Skalar ist,
miissen auch die Potentiale einen Vierervektor bilden:

Definition 18.4 (elektrodynamisches Vierervektorpotential)

(A") = (;’}) (18.1.6)

Man kann nun den Feldstirketensor auch durch das Potential ausdriicken:

FH = gt AY — 9¥ AP (18.1.7)

Nun kann man die Ergebnisse zusammenfassen:

(© 2004-2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)


http://www.jkrieger.de/

18. Lorentzkovariante Formulierung der Elektrodynamik

Satz 18.1 (Maxwell-Gleichungen in lorentzkovarianter Formulierung) Die Maxwell-Gleichungen lauten in
manifest kovarianter Formulierung mit den Stromdichte- und dem Potentialvierervektor, sowie dem (dualen) Feld-
starketensor:
O F" = 4mj¥ (18.1.8)
9.G" =0 OaFPY + 0,F*F 4+ 95F7™ =0 (18.1.9)

In Form von Feldern lauten sie in der Lorentzeichung:

Lorentz-Eichung: O A" =0 (18.1.10)
Potentialgleichung: OA* = 4xj# (18.1.11)

Es ergeben sich zwei Lorentz-Skalare aus den Feldstirketensoren:

I, = F*F,, = 2(B? — E?) (18.1.12)
I, =F,G" = —AE - B (18.1.13)

Diese Invarianten bedeuten:
e Die Eigenschaft E 1 B bleibt unter Lorentz-Trafos erhalten. Gilt in einem Inertialsystem E=B=0,s0 gilt
E1Bin jedem anderen Inertialsystem. Aus Iy > 0 folgt, dass es ein Inertialsystem gibt, in dem B=0 gilt.
Fiir I; < 0 folgt, dass es ein Inertialsystem gibt, mit E=0.
e Gilt in einem Inertialsystem E%2 = B2 s0 gilt das auch in jedem anderen Inertialsystem.

18.2. Lorentz-Transformation des EM-Feldes

Als néchstes soll die Form des EM-Feldes nach einer Lorentz-Trafo ermittelt werden. Es stellt sich also die Frage,
welcher Feldtensor noch nach der Transformation vom Bezugssystem K ins Bezugssystem K’ ergibt. Es gilt
(Bewegung parallel zur z-Achse!):

Y 00 -py R Ay

/v v « : — Ly — Dz y
() = )W) mic )= (8408 wa ()= (55 Ty
—By00 « -E, -By, B, 0

Man kann nun die sechs Elemente des neuen Tensors, die aufgrund der Anti-Symmetriebedingung frei sind explizit
berechnen (die Diagonalelemente verschwinden!):

F' = A% A F% = 5 (=B, + 3B,) = —-E

!/
F02 AOQA%F(Xﬁ =7 (_Ey + BBm) ; —E;
F103 _ AOQA?’QF‘XB =_—F, ; E;
Fr2 AlaAngaﬁ - B, L —B;
Fr3 AlaABﬁFaﬂ — 7(_By — BE;) L B

F/23 = AQQAggFQﬁ =7 (*ﬂEy - Br) ; -B

!
Y

l
T

Man erhilt also insgesamt:

Korollar 18.1 (Lorentz-Transformation des EM-Feldes bei Bewegung in z-Richtung)

Bl =~ (B, + BE,) B. = (B, — BE,) B, =B, (18.2.1)
E, =~ (E, — BB,) E, = (B, + BB,) E.=E, (18.2.2)

Man kann nach lidngerer Rechnen auch die Transformation der Felder bei einer beliebigen Bewegung ange-
ben:
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Satz 18.2 (Lorentz-Transformation des EM-Feldes bei Bewegung ﬁ = 7/c)
— — - — 72 - = —
E' =~v(E+3xB) - - B 18.2.3
B+ x B) - 185 B (18:23)
2
— — - — ’y - = —
B ' =~(FE - xB)— -B 18.2.4
VB - Fx B) - 185 B (18.24)
oder:
Ej = Ej E| =~y(E. + 6 x B) (18.2.5)
B = By B\ =+(BL-BxE) (18.2.6)
Das Feld parallel zur Bewegung dndert sich also nicht

18.3. Lorentz-Kraft

Die nichste Aufgabe besteht in der Umformulierung der Lorentz-Kraft

ﬁqu-<E+mx1§>
C

in manifest-kovarianter Form. Es zeigt sich, dass der einfachste Ansatz schon die richtigen Ergebnisse liefert. Es
gilt deswegen:

Satz 18.3 (Lorentz-Kraft in kovarianter Form) Die relativistische Verallgemeinerung der Newton’schen Be-
wegungsgleichung im EM-Feld lautet:
dp* @lazy
o gF“”u,, mit Vierergeschwindigkeit: u, = v (18.3.1)
dr c dt
Diese Gleichung ldsst sich auch so schreiben:
dpiiiNd (ymoe) = 1B - & (18.3.2)
= — (ympc) = =E - & 3.
dr dt U c
d B L7 - »
< (’ymmc) —g- ([E+ZxB)=F, (18.3.3)
dt c
Dies bedeutet die F. 1, liefert fiir beliebige Geschwindigkeiten v < c die richtige Beschreibung des Systems.

18.4. Energie- und Impulserhaltung

Fiir den Impulssatz der Elektrodynamik wurde in Abschnitt 10.2 der Maxwell’sche Spannungstensor eingefiihrt:
1 Oij ( 72 32
Ty, = — |BiEy + BiBy — —(E° + B)
4 2

Man sucht nun eine lorentzkovariante Formulierung des Energie- und Impulssatzes. Dazu konstruiert man den
folgenden symmetrischen Tensor:
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Satz 18.4 (relativistischer Spannungstensor, Energie- und Impulserhaltung)

1 1 1 1
T == (g“aFa@Fﬁy + 4gWFaﬁFa5> = (FﬂgFﬁ” + 4gWFa5FC'5) (18.4.1)

Dieser Tensor ist symmetrisch und man kann ihn mit der Energiedichte w,,, und der Impulsdichte S /c? des EM-
Feldes auch so darstellen:

= = = =

, - g/C]T B2+ B> [EXB}
(T“)—<Lg - >— B | (18.4.2)

Sfe ~(Tw)) \ BB (1)

Mit diesem tensor ldsst sich die Energie- und Impulserhlatung des EM-Feldes auch so ausdriicken:
1 :
ot =—=F"g (18.4.3)
c

Daraus erhdlt man wieder den klassischen Energie- und Impulssatz:

—

OWem | .. & = - 1dS o 1. = 1 1 = 0T
tdivS=—F-5 v=123 ?E*P“;JXBZEWWZE;; 9 O

J

18.5. Beispiel: Gleichformig bewegte Ladung

Eine Ladung ¢ bewege sich mit der Geschwindigkeit ¥ = v - €. In ihrem Ruhesystem K’ kann man das Viererpo-
tential direkt angeben:

K

(") =

o O O

Um nun das Feld im System K des ruhenden Beobachters zu berechnen muss man das Viererpotential nur mit
folgender Lorentz-Trafo transformieren:

= (8 L gt
= =B v > mit v = und = —
AR T ‘

Man erhilt dann:

Y
Ap, =/ fy ' ‘U‘q ‘
T — clx’
0
Es bleibt nur noch den Vektor #’ zu transformieren. Es gilt:
ct’ v =By 0 0 ct ~v(ct — px) v (et — 22)
| |8y v 00z _|ve=Bt)| [ v(@—0i)
y | | 0 0 10 y| Yy N Y
2 0 0 01 z z z
Man erhilt also insgesamt
7q v 4 ! v !
Z,t) = A(Z,t) = - 0] =—-p(@t)|0
o(Z,t) N (@,t) T Le(@ 1) 0
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Daraus kann man dann die Felder der bewegten Ladung berechnen. Es zeigt sich, dass das magnetische Feld in K’
verschwindet, wihrend man in K ein magnetisches Feld misst. In K lauten die Felder:

0
D/ = = T = v N 1 [ Yq
B(@t) =V x A7) =V x [Zp@0) - (g)] = .
¢ e — ) 4y 422
e 5 (= DA(Z,1) 4 7w —vt) v [T vt
B@ 1) =-Vel@,1) =2 ot |2 2 2 213/2 y ) 0 -
¢ [ (z = vt)? + y* + 27] z ¢ 0
_ g vQ(x—vZ)(l—ﬁ% _ g x;vt
2 (x — vt)? + 9 + 222 2 b2z — vt + 242272 G

Betrachtet man nur die Transversale Komponente des Feldes im System Ruhesystem des Beobachters, so stellt
man beim Vorbeiflug der Ladung den Verlauf in Abb. 18.1 fest. Je nidher die geschwindigkeit an c liegt (also je
naher 3 an 1), desto schmaler wird der Bereich, in dem E, von 0 verschieden ist. Dies bedeutet, dass das Feld in
gewisser Weise gestaucht wird, wie es in den zwei Zeichnungen angedeutet ist.

e K

Abb. 18.1.: E-Feld einer relativistische bewegten ladung
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19. Lagrange-Formulierung der
Elektrodynamik

Nachdem nun die relativistische Formulierung der Elektrodynamik vollstindig ist, soll hier noch die Lagrange-
Formulierung der Elektrodynamik erfolgen.

19.1. Lagrange- und Hamilton-Funktion eines geladenen Teilchens

Man betrachtet wieder ein Teilchen mit der Ladung ¢ und der Ruhemasse m,, das sich in einem EM-Feld bewegt.
Nach Abschnitt 18.3 lautet die Bewegungsgleichung:

ER 5 = @ > l

Man kann nun die Definitionsgleichungen des EM-Feldes aus den Potentialen verwenden und einsetzen (E =
—Vep—124 BV x A

c ot
R . 194 ¥ o o - 194 1. o -
dt(vmmc)-q-(—v _EE_FEX(VX ))—q-(-V(ﬂ-cat—FCVX(AXZ‘)>—
—u | -% 104 1[;((@ ) —i(V - A) + (3 A)— (A-V)F] | =
1 LA TR \_\,f./ v * J B
—0 =0
— 1614 1 i -, L3 —. N
=q <_v@_68t E[(m ) = Z(V A)])—
LAz qdzﬁf
—W< c _¢>_cch
d/ o oqn ofAF
N a(WLOQHEA)—(N <c—<p>—0 (19.1.1)
Schreibt man die Lagrange-Gleichungen in vektorieller Form, so lauten sie:
d = - d 0L OL
—V.L—-VzL = —a— 7 =0, i=1,2,
ap Vil — Vel =0 dos, ox s

Vergleicht man diesen Ausdruck mit (19.1.1), so kann man die Lagrange-Funktion ableiten:

/ =2
X -
L = —mypc? l—c—2—q(p+%A-z

Daraus kann man den generalisierten Impuls des Teilchens berechnen:
5_ < O B
P:VfL:’ymox—i-EA:p%-gA

Damit kann man dann die zugehdrige Hamilton-Funktion iiber eine Legendre-Transformation berechnen:
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Dabei wurde benutzt, dass 72 = up |, g = uput L = ¢? gilt. In dieser Form ist H aber immernoch eine
Funktion von #. Somit muss Z noch eliminiert werden. Dazu formt man die Gleichung des kanonischen Impulses
um:
S g~ m¥
JZR L
Cc 72
=
. N2 m2?
= (P - gA) = 0=
c _ oz
c2
2
N 1 1 > 1 1
(F_ea)y miP miP mge
c
- 1 mac?
=mirt = —— — =
——at —5 mgce +1
(p_%A)z mgc (13_25)2
5_a1) 2.2 5 a1\’ 5_a1)
2 (P - EA) mge” + (P -1A) — (P - EA) m3c?
-5 =1 S N2 = N2
mic? + (P - %A) mic? + (P —414 m3c? + (P - %A)
Damit erhilt man dann:
moc moC
H = = +qp =qp+ —
_ z mpc
c? mZc2+ 13—%5)2
- -\ 2
, mgcg—i—(P—%A) N
= qp + moc " = 4/mdct + ¢2 (P - A) +qp
0

Man hat also zusammenfassend:

Satz 19.1 (Lagrange- und Hamilton-Funktion eines geladenen Teilchens im EM-Feld)

=
q¢ = o
L:—m002\11—c—2—qu+%A~x

- N
5l = \/771(2)044—62 (P— %A) +qp
Dies bedeutet, dass die Wechselwirkung des EM-Feldes mit einer Ladung durch die folgende Lagrange-Funktion

2

(19.1.2)

(19.1.3)

beschrieben wird (L., = —mgc?

q

L' =L — Ly = —qp + (19.1.4)

Q/Y- 7= ——u, At
c ye

19.2. Lagrange-Dichte des EM-Feldes

19.2.1. Einfiihrung in die klassische Feldtheorie

Die Euler-Lagrange-Gleichungen ergeben sich iiber die Variation der Wirkung, die gegeben ist durch:

S:/uﬁmﬂm@m

Dies kann man zu einer Lagrange-Dichte erweitern. Sie beschreibt nicht mehr Punktteilchen, sondern kontinuierli-
che Verteilungen von Massen, bzw. hier Ladungen. Man erhélt dann fiir die Wirkung:

S:/&xzwa@+@@@pﬂ (19.2.1)
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19. Lagrange-Formulierung der Elektrodynamik

Dabei ist z = (z#) der Vierervektor und ¢; () ein System von Feldern. Bisher ist dieser Ansatz noch allgemein fiir
alle moglichen Feldtheorien. Es gilt also die Lagrange-Dichte £ so zu bestimmen, dass sie folgende Bedingungen
erfiillt:

1. Der Lagrange-Formalismus soll die bekannten Bewegungsgleichungen, die der Feld-Theorie zugrunde lie-
gen ergeben. In unserem Fall sind das die Maxwell-Gleichungen.

2. Die Feld-Theorie soll lokal sein, d.h. die Lagrange-Dichte soll nur von den Feldern an einem Ort  abhidngen.
3. Unter Eichtransformationen darf sich £ hochstens um eine totale Divergenz dndern, damit die Wirkung
invariant bleibt. Man kann dann némlich die Divergenz mit Hilfe des Gauf3’schen Satzes in ein Oberflachen-
integral umwandeln. Fordert man nun, dass physikalisch sinnvolle Felder im unendlichen verschwinden, so
kann man die Integrationsfliche ins unendliche legen und die totale Divergenz trigt nichts zur Wirkung S

bei.

Aus dem allgemeinen Variationsprinzip 6.5 = 0 folgen dann die Euler-Lagrange-Gleichungen des Feldes (Variati-
on d¢ des Feldes):

_ [ate [25 e 95 _
55_/01 * |58 % 55,9 5(aﬂ¢)] -

o[ ) 5
/ T 156 9 %\ 5,9 %) "% \a@.9)

_ [, [95 oL CSd =
‘/“ 56 a“(‘o‘(%)ﬂ =0

Dabei wurde geméB obiger Diskussion der totale Divergenz-Term [ d*z 9, (

oL
9(0,9)

) = 0 gesetzt. Es ergibt sich
also:

oL oL

s _ —0, iu=012 . 19.2.2)
96~ " 500,0) . (

19.2.2. Lagrange-Dichte des EM-Feldes

Hier soll nun speziell die Feld-Theorie des EM-Feldes entwickelt werden. Statt des allgemeinen Feldes ¢ betrach-
tet man also das Viererpotential (A*), bzw. den Feldtensor F'#¥. Da in den Maxwell-Gleichungen nur Ableitungen
erster Ordnung in den Feldern auftreten, diirfen in der Lagrange-Dichte die Felder auch nur in Ableitungen hochs-
tens erster Ordnung auftreten. Weiter darf man in Analogie zum freien Teilchen erwarten, dass die Geschwindig-
keiten in einer quadratischen Form auftreten. Beim freien Teilchen war das u*u,, (sieche Abschnitt 17.1). Fiir die
Lagrange-Dichte sind die ,,Geschwindigkeiten“ die GroBen 0" A”. Diese hingen iiber F'% = 9% A% — 98 A® mit
dem elektromagnetischen Feldtensor zusammen. Da die Lagrange-Dichte lorenzinvariant sein soll, diirfen also nur
quadratische Formen auftreten, die sich wie ein Lorenz-Skalar verhalten. Man kann man sich iiberlegen, dass dies
nur folgende Lorentz-Skalare sein diirfen:

0, AYO* A, 0,AM0, A", (0,AM)? ) ALAF 5, AM

Sie miissen so auftreten, dass sich gerade die inhomogenen Maxwell-Gleichungen aus (19.2.2) ergeben, also:

. a7
o' Fuu = ?]u
Damit kann man folgende Lagrange-Dichte ableiten:
Satz 19.2 (Lagrangedichte des EM-Feldes)
L= —LF JFRY — 1j A*+  0,D* (19.2.3)
160 " ct N
totale Divergenz,
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19. Lagrange-Formulierung der Elektrodynamik

Beweis: Es lasst sich nun leicht zeigen, dass sich die richtigen Gleichungen ergeben:

1 1 1
L=——"F, F" — —j A¥ = ——¢q,, ATAP — 9P AV (O AP — 9B A — — A™ o
167 " cIr To7 9980 I )= A
Daraus berechnet man:
oL - 7} .
aAv —
oL 1

Sy =~ T o9 G100 — 0 = )P 4 (5707 — 8]~ 05) F70] =

1
= _16771' [gaugﬁuFaﬁ - g(xugﬁuFQﬁ + g;r‘/gupF’Yp - gu’ygupF’yp] =

1 1
:_7FV_FVL Fu/_Fy = _7FV
167r( " ot 2 Fu=—F, 47 "

Man erhilt also das gewiinschte Ergebnis:

L 4m
8}LFH = —Jv
C

Somit ergeben sich die inhomogenen Maxwell-Gleichungen. Die homogenen Gleichungen sind aufgrund der De-
finition von F*# automatisch erfiillt:

1
0aG = S0 M Py, = 00" ONAy, = X000 A,,

Dabei ist e*?* antisymmetrisch und 0,0 symmetrisch, sodass dieser Term verschwindet. Also sind auch die
homogenen Lorenz-Gleichungen erfiillt.

19.2.3. Eichinvarianz

Die allgemeine Eichtransformation sieht im Tensorbild so aus:
A* — AM = a* — Oy,
Setzt man diese in (19.2.3) ein, so ergibt sich:

1 1 1
L=——F, F*" — —5 A* + —4,0"
167 ¢ cj” + c]’ X

Ist der Viererstrom erhalten (0*j,, = 0), so kann man den letzten Term als totale Divergenz schreiben und er trigt
somit nicht zur Wirkung S bei:
0" (Jux) = x 0%j, +ee, 0t x = 22, 0" x
~——
=0
Dies bedeutet:

Die Erhaltung des Viererstromes j* ist notwendig und hinreichend fiir die Eichinvarianz der Feldtheorie.

19.2.4. Hamilton-Formalismus

Aus der Lagrange-Dichte kann man nun eine verallgemeinrte hamilton-Funktion, die Hamilton-Dichte ablei-

ten;

0L 09

T o(de) ot

o(%)
Diese wiederum kann man zum Energie-Impuls-Tensor erweitern:
oL
nv — al/¢ _ g;,LI/E
9(0ud)
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19. Lagrange-Formulierung der Elektrodynamik

19.3. Hypothetische Photonenmasse

Die Maxwell-Gleichungen basieren auf der Annahme, dass die Ruhemasse der Photonen m,;, = 0 ist. Baut man
eine Feldtheorie, die von massebehafteten Teilchen vermittelte Wechselwirkungen beschreibt, so erhdlt man in der
Lagrange-Dichte zusitzlich einen Masseterm. Es gilt dann:

1 w? 1 mc
L=———F,F% + _A,A% - —J,A°, = —
167 7 * 8m c . h

Anstatt der Maxwell-Gleichungen erhilt man dann die Proca’schen Bewegungsgleichungen:
8ﬁF5a + A, = %Ja

In der Lorentzeichung 0, A® = 0 erhélt man dann:
OA, + u?A, = %Ja

Im statischen Grenzfall erhilt man dann als Losung fiir das elektrische Potential:

q . 87/—”0

p(r) = "

Dies entspricht einem Potential der Elektrodynamik, dessen Reichweite durch einen Exponentialterm eingeschriankt
wird. Die Wechselwirkung ist also wesentlich kurzreichweitiger (siehe z.B. schwache und starke Kernkraft).

19.4. AbschlieBende Bemerkungen zur Feldtheorie

In [Schlickeiser 2003] findet sich eine gute und kurze Einfithrung in die allgemeine, klassische Feldtheorie (siehe
dort Kapitel 7.4). Man kann nun zusammenfassend iiber die feldtheoretische Formulierung (oder eben Lagrange-
Formulierung) folgendes sagen:

Oft mochte man experimentelle Ergebnisse (z.B. die Maxwell-Gleichungen) mit einer relativistischen (d.h. und
Lorentz-Trafos invarianten) Feldtheorie beschreiben. Dazu fithrt man dann axiomatisch eine Lagrange-Dichte
E((bi, Oudi, (mu)) fiir das Feld ein, von der nur gefordert wird, dass sie Lorentz-invariant ist. Aus dieser lassen
sich dann iiber die Euler-Lagrange-Gleichung

oL oL
— | - = ;=0,1,2, ...
Oy (3(3“@) 96, 0, :=0,1,2,

Bewegungsgleichungen fiir das Feld ableiten, die man gegen das Experiment verifizieren kann. Um die obige
Lagrange-Funktion in Feldern A; zu verstehen kann man den Formalismus mit dem gut bekannten Formalismus
der klassischen Mechanik vergleichen (siehe Tabelle 19.1).

klassische Mechanik klassische Feldtheorie
duflerer Parameter: Zeitt — Vierervektor (z#) = (ct, x,y, z)

beschriebene Grofie:  verallgem. Ort, Geschw. &, «  Potential, Feld (A*), (F/) o (9" AY)

Lagrange-Funktion: L(Z, z, t) < Lagrange-Dichte ﬁ(Al-, 0, A, (.’L#))
Wirkungsintegral: S = [L(&2¢t)dt — S = [L(A;, 0,4 (z,)) dz
Euler-Lagrange-Gleichungen: %gfﬁ — gfi =0 - Ou (%) - 8814{' =0

Tabelle 19.1.: Vergleich des Lagrange-Formalismus in der klassischen mechanik und in der Fledtheorie

Es soll nun noch ein etwas anschaulicherer Ansatz zur Erklarung der Lagrange-Dichte des EM-Feldes gegeben
werden. Ein freies Feld, also ohne anwesende Quellen (z.B: EM-Feld im ladungs- und stromfreien Raum) hat eine
Lagrange-Funktion der folgenden Form:

1
Lirei = _HFWFW = Bewegungsgleichung: 0, F"" =0
Y
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19. Lagrange-Formulierung der Elektrodynamik

Hierbei tritt die quadratische Form (Lorentz-Skalar) F'** F},,, auf. Sie entspricht in etwa dem Geschwindigkeits-
quadrat in der kinetischen Energie T' = %fQ in der klassischen Mechanik. Dies ldsst sich motivieren, wenn man
beachtet, dass das Feld F**¥ proportional zu den ,,Geschwindigkeiten 0" ¢* im Lagrange-Formalismus fiir Felder

ist. Diese Lagrange-Dichte entspricht dann in etwa Lge; =1 = %52 eines freien klassischen Teilchens der Masse
m.

Man kann dieses freie Feld nun an Quellen (j#) koppeln, indem man einen Term
Lquee = Auj" = Bewegungsgleichung: 9, F" = j*

hinzufiigt.
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Anhang
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A. Weblinks

A.1. Grundlagen

e http://de.wikipedia.org/wiki/Relativistisches_Additionstheorem_f%C3%BCr_
Geschwindigkeiten
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