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1. Einleitung

Als Vorbereitung auf die Diplom-Priifung in theoretischer Physik habe ich begonnen eine Stoffzusammenfas-
sung zur statistischen Physik zu schreiben. Dazu arbeite ich diverse Biicher durch und versuche deren Inhalt (zu-
sammen mit mir interessant erscheinenden Beispielen) hier zusammenzufassen. Das Skript ist also eine Lern-
grundlage fiir mich, aber ich hoffe es hilft auch anderen, entweder als Stoffzusammenfassung/Formelsammlung,
oder sogar zur Vorbereitung auf das Diplom.

Da ich die Vorlesung iiber statistische Mechanik (aus zeitlichen Griinden und wegen des Dozenten) nicht,
oder zumindest nicht lange besucht habe, orientiert sich diese Zusammenfassung im wesentlichen an dem, was
mich personlich interessiert, bzw. was mir priifungsrelevant erschien. Als Lehrbiicher habe ich vornehmlich
[Nolting 2005a] und [Schwabl 2006] verwendet.



2. Grundlagen und Definitionen

2.1. Information und Entropie

Der folgende Abschnitt beschreibt Elemente der Informationstheorie und fiihrt dort den Begriff der Entropie
ein. Er orientiert sich im Wesentlichen an Kapitel 3 aus [Haken 1983].

Man betrachtet hier die Ubertragung von Information von einem Sender zum Empfinger. Eine Nachricht
kann dabei eine von R moglichen Realisierungen annehmen. So wire etwa beim Versenden eines Bits R = 2
und beim Versenden eines Buchstabens R = 26.

Man definiert nun eine Grof3e I, die die Information wiedergeben soll, die in einer Nachricht steckt. Vor dem
Empfang einer Nachricht haben wir natiirlich keine Information, also auch maximale Ungewissheit, was durch
Iy = 0 ausgedriickt werden soll. Nach dem Empfang eines Zeichens wird nun I; > 0 sein, da wir Information
hinzugewonnen haben. Dieses Mall I muss natiirlich auch von der Anzahl der moglichen Nachrichten R ab-
hingen. Im Falle R = 1 muss sicher mit dem Empfang der einen mdglichen Nachricht gerechnet werden, man
Gewinn also keine Information hinzu. Mit steigendem R wird die Ungewissheit iiber das ankommende Zeichen
vor dessen Empfang immer grofer, sodass auch die erhaltene Information steigen sollte.

Um zu sehen, wie die Beziehung zwischen I und R aussehen muss, kann man noch folgende fordern: Werden
zwei Nachrichten aus zwei unabhidngigen Mengen der Michtigkeit R; und Ry empfangen, so soll insgesamt
gelten:

R=R; Ry = I(Rl'RQ) :I(R1)+I(R2). (2.1.1)

Die Information aus zwei unabhingigen Experimenten oder Ubertragungen soll also additiv sein. Es lisst
sich nun zeigen, dass die einzige Beziehung, die diese Bedingung erfiillt die folgende ist:

I(R) =K -log R, K = const (2.1.2)

Es stellt sich nun die Frage, welche Bedeutung man der Information beimessen soll, die durch (2.1.2) definiert
wird und wie man K festlegt. Dazu betrachtet man das Versenden von Nachrichten iiber einem Binéralphabet
{0, 1}. Fiir ein Wort der Lénge n gibt es dann also 2" Moglichkeiten. Es scheint also sinnvoll die Anzahl n der
Bits des Wortes als Information zu definierten. Damit ergibt sich dann:

Ibinﬁr(R) = 10g2 R.

Die Information  wird also direkt in Bit berechnet.

Man kann die Anzahl der moglichen Zustinde R auch auf einfache Weise mit einer Wahrscheinlichkeit in
Beziehung setzen: Angenommen man empféangt jedes der R Zeichen mit gleicher Wahrscheinlichkeit, so gilt
fiir diese Wahrscheinlichkeit p = %. Damit erhilt man aus (2.1.2):

I(R) =—K -logp, K = const (2.1.3)

Besteht nun eine Nachricht z;29...2,,, aus m Zeichen, die jeweils aus R moglichen Zeichen ausgewihlt
werden und deren rel. Haufigkeit p(z;) ist, so erhélt man fiir den Informationsgehalt dieser Nachricht:

Definition 2.1 (Informationsgehalt einer Nachricht)

m
I=-K-) logp(z), K =const (2.1.4)
=1l

Dies entspricht gerade dem Empfang von m unabhingigen Zeichen aus einem Alphabet der GroBe R, also der
Additivitit der Information (siehe (2.1.1)).



2. Grundlagen und Definitionen

Als nichstes interessiert die Information, die pro Zeichen iibertragen wird. Ist eine Nachricht also N Zeichen
lang und enthilt die Information I, so fragt man nach s = % Dazu betrachtet man eine Botschaft aus N
Zeichen, von denen jeweils N, das Symbol @ = 1,...,m aus dem Alphabet mit m Zeichen sind. D.h. die
Wahrscheinlichkeit das Symbol « in der Nachricht zu finden ist gerade p, = % Aus der Kombinatorik kann

man ableiten, dass es
N!

Nyl Nol- - Ny, !
Moglichkeiten gibt eine solche Nachricht zusammenzusetzen. Als erstes berechnet man also die Information,
die in dieser Nachricht steckt:

R=

I=KInR=K: -(InN!—InN;! — ... = InN,,})
Mit der Stirling’schen Formel In Q! = Q- (In @) — 1) erhélt man daraus fiir gréBere Nachrichten (min N > 100):

T N Ny Non B
B Ny Ny N Ny, Ny, Ny Np . Ny

Fiir die letzte Umformung benutzt man log 7 = log u—log v und teilt den einen In N aufin (% + ...+ %) In N,
was aufgrund N; + ... + N,,, = N moglich ist. Man kann dann als Endformel der Informations-Entropie ablei-
ten:

Definition 2.2 (Shannon’sche Informationsentropie)

m
s = —K-Zpilnpi (2.1.5)
i=1

Hierbei ist wichtig zu bemerken, dass die Summation iiber die Buchstaben des Alphabetes erfolgt und nicht tiber
die Buchstaben der Nachricht. Die Wahrscheinlichkeiten p; sind (wie oben erwédhnt) die relativen Haufigkeiten
des i-ten Buchstaben des Alphabets in der Nachricht.

2.2. Volistandige und Unvollstandige Information in der
Quantenmechanik

In der ,,normalen* Quantenmechanik betrachtet man Zustinde, die vollstindig definiert sind. Ein quanten-
machnischer Zustand ist genau dann vollstindig bekannt, wenn man einen vollstandigen Satz kommutierender
Operatoren gemessen hat. Ihre Eigenwerte geben dann eindeutig den Zustand an, in dem sich das System befin-
det. So kann man etwa den Polarisationszustand (|+) oder |—)) eines Lichtstrahles mit einen Polarisator exakt
bestimmen. Der Polarisationszustand des Strahles ergibt sich dann als Linearkombination der Basiszustéinde:

[Y) = c1|+) +cal=), c1,2€C

In der statistischen Physik betrachtet man Systeme, iiber die nur unvolistindige Information bekannt ist. So
etwa ein Lichtstrahl, der aus einer natiirlichen Lichtquelle stammt. In einem solchen hat jedes Photon eine
definierte Polarisation, dem gesamten Strahl kann aber keine solche Polarisation zugeschrieben werden. Die
folgende Abb. 2.1 zeigt den Unterschied.

natiirliche
Lichtquelle

R AR

Photonen Photonen

Abb. 2.1.: Polarisation von Laserlicht und Licht einer natiirlichen Quelle (Kerze, Lampe etz.)
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Im Falle der unvollstindigen Information kann man nur noch angeben, welcher Anteil der Photonen p; im
Polarisationszustand |11 ), welcher Anteil ps in [¢)2) usw. ist. Dabei ist jeder |¢);) wieder ein reiner Zustand
nach obigem Beispiel. Fiir die Wahrscheinlichkeiten p; gilt natiirlich die Normierungsbedingung

Zpiz 1.
i

Diese Wahrscheinlichkeiten diirfen auch nicht mit den intrinsischen Wahrscheinlichkeiten beim Messprozess
in der Quantenmechanik verwechselt werden. In der Darstellung [¢)) = ¢1|b1) + c2|ba) + ... sagt man oft, das
System hat eine Wahrscheinlichkeit |¢;|?, sich im Zustand |b;) zu befinden. Dies betrifft aber nicht die Unsicher-
heit im Anfangszustand |¢), der ja eindeutig definiert ist, sondern eine Unsicherheit des Messprozesses beim
Messen des Zustandes |b;). Dieser Messprozess liefert mit der Wahrscheinlichkeit |c; |2 den Eigenwert b;, wenn
der Zustand vorher |¢)) war. Man kann einen gemischten Zustand ausdriicklich nicht als Linearkombination
von reinen (Basis-)Zustédnden schreiben. Diese bisherigen Erkenntnisse kann man so zusammenfassen:

Definition 2.3 (reine und gemischte Zustinde)

e FEin reiner Zustand wird durch die Messung eines vollstindigen Satzes kommutierender Operatoren be-
stimmt. Er kann als Linearkombination der Basiszustinde dieser Operatoren dargestellt werden:

) => alb), ceC.

)

o FEin gemischter Zustand stellt ein statistisches Gemisch von reinen Zustinden dar. Das System befindet
sich mit der Wahrscheinlichkeit p; im reinen Zustand |1);). Fiir die Wahrscheinlichkeiten p; gilt:

€01, > pi=1

Ein solcher Zustand kann nicht mehr als Linearkombination von reinen Zustdnden dargestellt werden.

2.3. Der Dichteoperator

Dieser Abschnitt soll gemischte quantenmechanische Zustidnde beschreiben und den Dichteoperator mit seinen
Eigenschaften einfiithren. Danach wird die von-Neumann-Gleichung behandelt, die die zeitliche Propagation
des Dichteoperators beschreibt. Die Darstellung in diesem Abschnitt bezieht sich auf [Cohen-Tannoudji u.a. 1999]
ab Seite 277.

2.3.1. Reiner Fall

Im reinen Fall wird ein Zustand durch eine Linearkombination

) = ailbi) (2.3.1)

)

beschrieben. Die Basisvektoren |b;) seien hier normiert ((b;|b;) = 1). Fiir die Konstanten ¢; gilt die Normie-

rungsbedingung
D el =1. (2.3.2)
i

Fiir den Erwartungswert (A) einer Observablen A erhilt man dann:

(A) = ()|A|p) = Zc (bil Albj) =D cf - ej - A, (2.3.3)

(© 2004-2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)
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wobei A;; = (b;|Alb;) die Matrixelemente des Operators A in der {|b;)}-Basis sind. Die Struktur dieses
Mittelwertes legt die Einfithrung eines Dichteoperators

= [¢) (] (2.3.4)

>

(bi]plbj) = (bil)(Ylbj) = ¢ - ] (2.3.5)

Nun kann man mit Hilfe dieses Operators den Erwartungswert <fl> einer Observablen A berechnen:

(A 5y D65 (1A 7 Sl bl Al) = SSbiloAl) =Spur(ph} - 239

(233) £ ,
iJ 0. J
Somit geniigt die Angabe von p um den quantenmechanischen Zustand vollstidndig zu beschreiben. Der statis-

tische Operator kann auch zeitabhéngig sein (4;). Seine zeitliche Entwicklung kann man dann aus der zeitab-
hingigen Schrodingergleichung des Systems ableiten. Die letztere, sowie ihre Adjungierte lauten:

mf\w Helr), —zﬁ (W] = (vn[Hy. 2.3.7)
Man erhilt dann fiir die zeitliche Ableitung des Dichteoperators:

= (dw») ol + ) () =

= t|¢%><¢%|4““*V¢t>@ﬁd}1t

23.7) zh

(2.3.8)
ih [Hu Pt]

AbschlieBend erhélt man noch zwei Eigenschaften des Dichteoperators: Zum einen eine Normierungsbedin-
gung:
Spur{p} = (Bilplbi) =Y ci-cf =) |al*=1. (2.3.9)

Die andere Eigenschaft betrifft die Wahrscheinlichkeit PP (a;) bei der Messung am durch p beschriebenen Zu-
stand den Eigenwert a; zum Eigenvektor |a;) zu erhalten. Diese ist ja gerade |(a;|t)|?. Damit erhilt man:

P (a;) = [(ail)[* = (@le))* - (aslv)) = ($lai)(ailep) = (| By[) = Spur{Pip}. (2.3.10)

Dabei ist P; = |a;)(a;| der Projektor auf den Zustand |a;). Den letzten Schritt von (2.3.10) kann man einsehen,
wenn man die Zerlegung von [¢)) nach (2.3.1) in seine Basiszustinde beachtet.

2.3.2. Gemischter Fall

Nun wird wieder der Fall betrachtet, dass ein Zustandsgemisch auftritt, in dem der Zustand |v;) mit der Wahr-
scheinlichkeit p; auftritt. Fiir das Gemisch gelten die Bedingungen aus Definition 2.3, insbesondere die Nor-
mierung der p;. Die einzelnen Zustinde |v);) seien auch durch die Dichteoperatoren p; beschrieben. Um nun

den Erwartungswert einer beliebigen Observable <A> zu berechnen muss man (2.3.6) etwas erweitern:
Ay = "p; - Spur{p;A} (2.3.11)

Es wird also das gewichtete Mittel iiber alle moglichen Erwartungswerte der reinen Zustidnde gebildet. Dies
legt folgende Definition des Dichteoperators fiir den gemischten Zustand nahe:

p= pibi = pi(tl- (2.3.12)
J J
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Da die Spurbildung eine lineare Operation ist, kann man aus den vorherigen Erkenntnissen folgende Eigen-
schaften des Dichteoperator des statistischen Gemisches ableiten:

Spur{p} = 1
(A) = Spur{pA}
d ~
P
ih—. Pt [Hy, pi]

Die letzte Gleichung heilit von-Neumann-Gleichung. Aulerdem ist p im reinen und im gemischten Fall ein
hermite’scher Operator, also

X
Il
e}

und positiv semi-definit:

2.3.3. Bedeutung der Matrixelemente des Dichteoperators

Die Diagonalelemente des Dichteoperators p sind in der Basis {|a,,)}:

12
0

7 A

Damit geben sie die Wahrscheinlichkeit an, mit der sich bei einer Messung am System der Zustand |a,,) er-

gibt, also der Eigenwert a,, gemessen wird. Man nennt die Diagonalelemente deswegen auch Besetzung des
Zustandes |ay,). Die Wahrscheinlichkeit a; zu messen fiir einen reinen Zustand [¢p*)) = 7 cl(.k) |a§k)> ist ge-
’ (#]?
¢

rade ‘ , sodass obiger Ausdruck gerade den Mittelwert iiber alle Zusténde ¢ enthilt, die im statistischen

Gemisch enthalten sind.

Fiir die Off-Diagonal-Elemente erhélt man:
Pnp = Zpi[ﬁi]np = Zpicg)cy(j)*-
i i

Ist ein solches py,;, = 0, so bedeutet dies dass die Interferenzeffekte zwischen den Zustinden |a,,) und |a,) im
Mittel verschwinden. Ist p,;, > 0, so besteht eine gewisse kohidrenz zwischen den Zustinden |a,) und |ap).
Man nennt diese Elemente deswegen auch Kohdirenzen.

2.3.4. Zusammenfassung

Die Erkenntnisse des letzten Abschnittes kann man so zusammenfassen:
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Definition 2.4 (Dichteoperator) FEin gemischter Zustand ldsst sich nicht mehr als Linearkombination von
Basisvektoren des Hilbertraumes darstellen. Man kann aber einen Dichteoperator p dafiir finden. Treten die
Zustiinde |1;) mit der Wahrscheinlichkeit p; im Gemisch auf, so gilt:

p=>_ [vipitl, > pi=1.
J A

Dieser Dichteoperator hat folgende Eigenschaften:

1. hermite’sch:

pt=p
2. positiv-semidefinit:
{alpla) > 0
3. Normierung:
Spur{p} =1

4. Erwartungswert einer Observablen: X X
(A) = Spur{pA}

5. Zeit-Entwicklung/von-Neumann-Gleichung:

d
hi 8 — H A

Fiir einen reinen Zustand ist der Dichteoperator einfach der Projektor auf den Zustand, es gilt also:

p=1v))l,  p*=p, Spur{p?} =1

2.4. Korrespondenzprinzip

Die Beziehung zwischen klassischen und quantenmechanischen GréBen ergibt sich iiber:

Satz 2.1 (Korrespondenzprinzip)
Phasenraumfunktion F'(q, p) —  Observable (Operator) F
Dichteverteilcungsfunktion p(q, p) < Statistischer Operator p
Poisson-Klammer <~  Kommutator
{F,G}zz(gggg—gggg) iE, @) = i(FG - GF)

(2

Phasenraumintegration < Spurbildung
m [...d*NgdNp Spur(...)
stationdres Ensemble
{p,H} =0 5, H] =0

2.5. Identische Teilchen
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2.5.1. Grundlagen, Bosonen, Fermionen

Oft hat man es mit Systemen von mehreren Teilchen zu tun. Man nimmt fiir den folgenden Abschnitt an, dass
das Einteilchen-Problem gel6st ist:

HPlp) = ea, - o) @5.1)
Dabei ist ﬁgz) der Hamilton-Operator fiir das Einteilchenproblem des i-ten Teilchens, «; ein vollstindiger Satz

von Quantenzahlen, die den Zustand |¢EJ 3} beschreiben und €., der Energieeigenwert des Zustandes. Der obere
Index () gibt dabei die Nummer des Teilchens an. der untere Index «; ist der Zustand des Teilchens (hier
konnen z.B. die Eigenwerte eines vSkO stehen):

Teilchen—N'r.>
Zustand

Definition 2.5 (identische Teilchen und Ununterscheidbarkeit) Man nennt zwei (oder mehr) Teilchen
identisch, wenn sie in allen ihren Eigenschaften (Masse, Ladung, Spin ...), also in allen ihren Quantenzahlen c;
iibereinstimmen. In der Quantenmechanik sind Teilchen zusdtzlich ununterscheidbar, d.h. eine Nummerierung
der identischen Teilchen eines Systems macht keinen Sinn. Dieses impliziert, dass man etwa nach einem Stof3
zwischen zwei Teilchen keine Kenntnis davon hat, welches der stof3enden Teilchen, wie die Stofiregion verldsst.
Die beiden folgenden Moglichkeiten sind also gleich wahrscheinlich und prinzipiell nicht zu unterscheiden:

Auch auf ununterscheidbaren Teilchen macht es fiir das praktische Rechnen Sinn eine Nummerierung einzu-
fiihren, um z.B. Summationsindizes zu unterscheiden etz. Den Zustand eines Systems von N nummerierten
Teilchen kann man als direktes Produkt der Einzelzustinde nach (2.5.1) schreiben:

|ON) = |01 Pag-Pay) = [ | 08)) (2.5.2)

Nun muss man garantieren, dass diese Nummerierung keinen Einfluss auf die physikalischen Ergebnisse (Mes-
sung von Observablen) hat, da die Teilchen ja sonst wieder unterscheidbar wiren. Also darf die Wellenfunktion
beim Austausch zweier Teilchen hochstens ihr Vorzeichen dndern:

|- Py Paj) = £ |pa; Pay o)
—_———
:ﬁij|--~@o¢i80aj--~>

Der Austausch zweier Teilchen wird durch den Permutationsoperator 75@' bewirkt. Ob hier nun * oder — steht
hingt nur von der Art der Teilchen ab. Man kann dies einfach folgendermaB3en ausdriicken:

Satz 2.2 (Symmetrieeigenschaften ununterscheidbarer Teilchen) Zustdinde \cp&{.)) identischer Teilchen
miissen unter Permutationen der Position der Teilchen in der Darstellung (2.5.2) gleiche physikalische Ergeb-
nisse liefern. Darum diirfen sich zwei Zustinde, die sich nur durch eine Permutation unterscheiden, hochstens
in ihrem Vorzeichen unterscheiden. Mit dem Permutationsoperator P ergibt sich dann:

1 .
1)y = 71 2 EDPP (Il el - 108)) (2.5.3)
P

Der Faktor 1/N! bewirkt eine Normierung des neuen Zustandes. Die Summation erfolgt iiber alle N méglichen
Permutationen der Zustdinde o ...an. p ist die Anzahl der Permutationen aus der Grundreihenfolge. Der so

entstehende Zustand \gog\jf)> ist ein vollstindig symmetrischer bzw. antisymmetrischer Zustands. Ein solcher
Zustand ist Eigenzustand zu jedem Permutationsoperator P und hat entweder Eigenwert 1 oder —1.
Die Zustinde eines gegebenen Systems sind entweder simtlich symmetrisch ( |g0§\;r)> ) oder antisymmetrisch

( |<p§\7)) ) unter P. Dieser Symmetriecharakter ist zeitlich unverdnderlich und nicht dnderbar, also eine feste
Teilcheneigenschaft. Sie gehoren damit zwei unterschiedliche Hilbert-Rdaumen H, H_ an.
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Dieser Satz impliziert eine grundlegende Unterscheidung in zwei Teilchen-Kategorien:

Definition 2.6 (Bosonen) Der Raum H. ist der Raum der symmetrischen Vielteilchen-Zustdnde ]gog\j_)) Das
sind identische Teilchen mit ganzzahligem Spin (S = 0,1, 2, ...), die Bosonen genannt werden. Beispiele sind
etwa Photonen, Phononen, o-Teilchen ...

Alle Bosonzustande sind symmetrisch unter beliebigen Permutationen P:

v Pl = o)

Definition 2.7 (Fermionen) Der Raum H_ ist der Raum der antisymmetrischen Vielteilchen-Zustinde

=) . Das sind identische Teilchen mit halbzahligem Spin (S = 13 ..), die Fermionen genannt werden.
PN 272
Beispiele sind etwa Elektronen, Protonen, Neutronen ...

Die Fermionzustdinde verhalten sich unter beliebigen Permutationen P:
VP Plei’) = (21)ley)
: N PN

Wobei +1 fiir gerade und —1 fiir ungerade Permutationen gilt.

Das Auftreten der —-Zeichen in (2.5.3) fiir Fermionen ist analog demjenigen bei einer Determinante. Darum
lassen sich die moglichen N-Teilchen-Fermionen-Zustinde als sog. Slater-Determinante schreiben:

Satz 2.3 (Slater-Determinante und Pauli-Prinzip) Die Zustinde |cpg\?)) eines Systems aus N ununter-
scheidbaren Fermionen lassen sich folgendermaflen formulieren:

N
: 08 109 o8
v =] P s 254)
: N
oSy 1020y - el

In der i-ten Spalte stehen alle moglichen Einteilchenwellenfunktionen des i-ten Teilchens. Dabei ist die Reihen-
folge der Wellenfunktionen in jeder Spalte gleich. Vertauscht man zwei Teilchen, so entspricht das dem Tausch
zweier Spalten und fiihrt zu einem Vorzeichen —1 vor der Determinante.

Betrachtet man nun nur zwei Teilchen und konnen diese Teilchen nur einen Quantenzustand o haben, so sind
alle Eintriige der 2 x 2-Determinante gleich und sie wird 0. Dies fiihrt zu folgender Aussage (Pauli-Prinzip):

Zwei identische Fermionen konnen nie in allen Quantenzahlen iibereinstimmen.

Das Pauli-Prinzip gilt natiirlich nur, wenn die Teilchen rdaumlich benachbart sind. Befinden sich z.B. zwei Elek-
tronen an rdumlich getrennten Orten, so sind sie natiirlich unterscheidbar. Unterscheidbare Teilchen miissen
also unter anderem iiberlappende Wellenfunktionen im Ortsraum haben.

Um nun einen total symmetrischen/antisymmetrischen N-Teilchenzustand zu konstruieren, legt man zu-
nichst die N Quantenzustinde «, ..., an fest, in denen sich die Teilchen befinden konnen. Danach summiert
man gemal (2.5.3) iiber alle moglichen Permutationen dieser Zusténde.

Beispiel: zwei Elektronen mit moglichen Energien €1, €5 (z.B. zwei Energieniveaus im Atom). Man kann
dann die folgenden moglichen Zustinde konstruieren:

(1) |e1€2): Elektron 1 im unteren Energiezustand, Elektron 2 im oberen Zustand
(2) |e2e1): Elektron 2 im unteren Energiezustand, Elektron 1 im oberen Zustand
(3) |e1€1): beide Elektron im unteren Energiezustand

(4) |e€2): beide Elektron im oberen Energiezustand
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Dies entspricht insgesamt 3 unterschiedlichen Quantenzustinden, da die Zustinde 1, 2 definitionsgemi8 nicht
zu unterscheiden sind. Man nennt diesen Zustand dann (12). Er lédsst sich mit Hilfe der Slater-Determinante

zusammenbauen:

1

e
ERER = S (lenlea) = lez)len)

(1
€
BNt

(12)) =

Hier gibt es nur eine mogliche Permutation, sodass gilt:

Pul(12)) = 3 (lea)ler) —len)e)) = —5 (Jen)ea) — fea)ex)) = ~1(12)

Die anderen beiden Zustinde miissten sich eigentlich auch mit einer Slater-Determinante konstruieren lassen,
da hier aber beide Teilchen im selben Zustand sind, sind alle Eintréige gleich:

ERNES!

|(11)) = |€g1)> ‘652)>

Dieser Zustand ist also fiir Elektronen (Fermionen) nicht erlaubt (Pauli-Prinzip!).
Wiirde es sich bei den betrachteten Teilchen um Bosonen handeln, so wiren auch die Zustinde |11) =
le1)|e1) und |22) = |e2)|e2) moglich.

Beispiel: Drei ununterscheidbare Teilchen in drei moglichen Energiezustinden €1, €, €3. Es gibt dann fol-

gende Moglichkeiten:

(123) (113) (111)
|€l;627€3> |€1,€1763> |€17€1761>
€1, €3, €2) €1, €3, €1)
|€2561763> |€3)617€1>
’€2a637€1>
€3, €1, €2)
|63162761>

Bosonen: ’61,62,63) + ‘62,61,63> + ... ’61,61,63> + ’61,63,61) =+ ... ‘61,61,61>
Fermionen: ’61, €9, 63) — ‘62, €1, 63> + ... 0 0

Falls es sich bei den Teilchen um Bosonen handelt, sind alle Zustinde moglich. Bei Fermionen ist nur der erste
Zustand erlaubt, da sich in allen anderen Zustinden mindestens zwei Teilchen im selben Zustand befinden.

2.5.2. Fock-Zustande

Die Darstellung im Fock-Raum der Mehrteilchenzusténde bietet eine iibersichtliche und intuitive Darstellung
von Mehrteilchen-Problemen. Ein Mehrteilchen-Zustand (2.5.3) ist offensichtlich durch die Angabe der Be-
setzungszahlen {n,,} in diesem Zustand vollkommen definiert. Die Besetzungszahl n,,, gibt dabei an, wie
oft das Teilchen mit den Eigenschaften «; in der Darstellung (2.5.3) vorkommt. Fehlen Ein-teilchen-Zustinde
\gogi)> vollstindig in |<p§\jf) ), so ist deren Besetzungszahl mit 0 anzugeben. So ist auch der nicht-verschwindende
Zustand [0, 0, ...,0) # 0 (Vakuum-Zustand) definiert (diesem wird z.B. beim harmonischen Oszillator eine
Grundzustands-Energie zugewiesen). Mit Hilfe von Auf-und Absteigeoperatoren kann man aus ihm die anderen
Zustdnde generieren:

|nai> =cC- (éfaz)n% |O>a (aai)nai |nai> =c- |0>a éOta;|0> =0 (2.5.5)

Wie im vorherigen Abschnitt beschrieben wurde, kdnnen in einem System von Fermionen keine zwei Teilchen
den gleichen Zustand inne haben, sodass die Besetzungszahlen fiir Fermionen auf n,, = 0, 1 beschréinkt sind.
Fiir Bosonen sind die Besetzungszahlen beliebig n,, > 0. Man kann dann beliebige Fock-Zustinde aus dem
Vakuum-Zustand erzeugen:

|N; nal...naN)(i) = H

Dabei steckt die gesamte Symmetrie-Eigenschaft in den folgenden fundamentalen Vertauschungsrelationen:

= (£1)N9|0) (2.5.6)
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e fiir Fermionen:

{8ar,8a,} = {a) ,al 1 =0;  {4a,,40 } =6 (2.5.7)
e fiir Bosonen:
(A, da,) = A1, .40 1 =0, [8a,, &l ] = 0y (2.5.8)

Da z.B. Oszillator-Quanten Bosonen sind werden die Kommutator-Relationen (2.5.8) angewendet. Fiir Elek-
tronen wiirden die Antikommutator-Relationen (2.5.7) gelten.
Man definiert nun noch den Besetzungszahl-Operator:

fig, = &l Ay, Mt A, |N; g, ) E =1 | N5 ng,..) &) (2.5.9)
und den Teilchenzahl-Operator:

N=> fa, =Y af 4, mit N|N;..ng..)" =N|N;..ng, .. (2.5.10)
T T

Dabei ist N = ) n,,. die Teilchenzahl des Systems. Dies zeigt auch, dass die Teilchenzahl N nicht unbedingt

T
im Fock-Zustand mit angegeben werden muss, da sie aus den Besetzungszahlen berechenbar ist, sie kann aber
manchmal sehr niitzlich sein.
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3. Mathematische Formel- und
Definitionssammliung

In den folgenden Abschnitten werden des Ofteren mathematische Tatsachen benutzt, die nicht unbedingt in

jeder Formelsammlung stehen. Deswegen sollen sie Hier gesammelt werden.

3.1. Stirling’sche Formel:

Inm!~m- (Inm — 1), meN, m>1 (3.1.1)
Eine dquivalente Formulierung ist:
mlam™.-e ™ 2rm, meN, m>1 (3.1.2)
3.2. Gamma-Funktion
Definition 3.1 (Gamma-Funktion)
oo
[(z) = /tm_le_t dt, r''R—R (3.2.1)
0
Fiir n € N ergibt sich T'(n) = nl. Allgemein gilt die Rekursionsformel.:
MNz)=z-T(z—-1) (3.2.2)
Fiir ganzzahlige, positive x € N gilt
I'(z) = (z—1)! (3.2.3)

Die Gamma-Funktion stellt also eine Erweiterung der Fakultdit auf den reellen Zahlen dar.

Die folgende Abb. 3.1 zeigt den Graphen der I'-Funktion:

I'iX]
104

7.5¢

A\
2.5¢

1

Abb. 3.1.: Die Gamma-Funktion im Reellen

16




3. Mathematische Formel- und Definitionssammlung

3.3. Volumen und Oberflache hochdimensionaler Kugeln:

Satz 3.1 (Oberfléiche der n-dimensionalen Einheitskugel)

9. 7.‘_cl/2

Satz 3.2 (Volumen der n-dimensionalen Kugel mit Radius r)

Vo(r) = CREYIY " (3.3.2)

3.4. Totales Differential

Zu einer Funktion f(z1, ..., x,) definiert man das rotale Differential:

Definition 3.2 (Totales Differential)

if — (af) dzt+ .+ (;Z) dzn = V1(Z) - d3 (3.4.1)

geeey geeey

Bei den partiellen Differentiationen werden jeweils die tiefgestellten Variablen festgehalten. Die zweite Schreib-
weise ist mathematisch etwas eleganter, indem Sie das totale Differential als Skalarprodukt aus dem Gradienten
von f und dZ darstellt. Fiir ein solches totales Differential gilt:

Satz 3.3 (Stammfunktion totaler Differentiale) Gegeben sei ein totales Differential df = v f - dZ. Die
Stammfunktion f dieses Differentials lisst sich bis auf eine additive Konstante fy = f(xo) berechnen durch
die Integration entlang eines beliebigen Wegen C':

f(:z)=fo+/cdf:f(xo)+/cﬁf-daz. (3.4.2)

Um nicht-totale Differentiale von totalen Differentialen zu unterscheiden schreibt man erstere oft als § f, statt
df. In der klassischen Mechanik lassen sich bestimmte Krifte als Gradienten von Potentialen ¢ darstellen:
F = —ﬁqﬁ. Eine solche Kraft hei3t konservativ und hat die Eigenschaft, dass die Arbeit W = fc F - d3, die
man gegen ihr Potential ¢ verrichtet nur vom Start- und vom Endpunkt, nicht aber vom Weg C' zwischen diesen
abhingt. Das Differential dWW ist also fiir konservative Kréfte ein totales Differential. Um zu tiberpriifen, ob
eine Kraft Konservativ ist, kann man in der klassischen Mechanik die folgende Bedingung iiberpriifen:

rotﬁzﬁxﬁ:()

Dies bedeutet im wesentlichen folgende Bedingung:

OF; OF; ) .
= A4
axi a$j ’ ‘ # J
Zusammen mit F = —ﬁgb (also F; = —%) ergibt sich daraus:
0? 0?
0 _ 090w

Ct?jal‘i xiaxj ’

Das bedeutet aber gerade die Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge. Dieses allgemeinere Prinzip
lasst sich somit zusammenfassen:
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Satz 3.4 (Integrierbarkeit totaler Differentiale) FEine Differentialform 6 F = v f - dZ ist ein totales Diffe-
rential dF, wenn gilt:

2 2
OF _9F iy (34.3)
xj&zc,; xiaxj

Eine dquivalente Formulierung besagt, dass sich fiir ein Integral entlang eines beliebigen, geschlossenen Weges
0 ergibt:

?{5F =0 = dF=J0F (3.4.4)

Fiir den Spezialfall zweier Dimensionen ergibt sich die folgende intuitivere Schreibweise:

_of of 4 _
df = 5y 4o+ 5, du = Alw,y) do + Bla,y) dy.

(@).~ (&),

Damit werden obige Bedingungen zu:

Satz 3.5 (Integrierender Faktor) Man betrachte eine Differentialform 0 f, die nicht total ist. Zu jeder sol-
chen Form gibt es ein ju(Z), sodass

n 0
dg = (@) - 65 = 3 (@) - ( o ) dr (3.4.5)
=1 ¢ :B],_]#’L

ein totales Differential wird. Man nennt dann | einen integrierenden Faktor.

3.5. Jacobi-Determinante

Im folgenden wird es oft notig sein, zwischen verschiedenen Variablensitzen einer Gréfe zu wechseln. In der
klassischen Mechanik beschreibt man so etwa den Ubergang von kartesischen un Kugelkordinaten. Fiir diesen
Ubergang verwendet man die sog. Jacobi-Determinante:

Definition 3.3 (Jacobi-Determinante) Seien f(u,v) und g(u,v) zwei Funktionen in den Variablen u und v.
Dann ist die Jacobi-Determinante wie folgt definiert:

-\ (8-GO (L@), e

ou ov
v

Die Jacobi-Matrix, deren Determinante gebildet wird, ist dabei die Matrix der ersten Ableitungen von f ung g,
nach v und v.

Mit dieser Definition lassen sich die folgenden Rechenregeln beweisen:

Korollar 3.1 (Eigenschaften der Jacobi-Determinante)

o Nun seien zusditzlich noch u(z,y) und v(x,y) Funktionen der neuen Variablen x und y. Dann gilt die

folgende Kettenregel:
a(f,9) _ 9(f.g) O(u,v)
= 3.5.2)
8(a,y) ~ Bu,v) B(a,y) (
o Verhalten bei Vertauschungen:
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Aus (3.5.2) lasst sich der folgende Spezialfall folgern (z = f,y = g):
9(f,9) 9(u,v)

=1 354
0(u,v) 0(7,9) 029
Daraus erhilt man mit g = v:
aofy 1
(81&)@ = (@) (3.5.9)
I
AuBerdem gilt noch:
of
9y (a”)“ (3.5.6)
/)y (5); B

3.6. Legendre-Transformation

In der Thermodynamik kann man ein System durch verschiedene Zustandsfunktionen beschreiben, die von ver-
schiedenen Variablensdtzen abhiingen, aber im wesentlichen die selbe Information beschreiben. Dabei kommt
oft die Situation vor, dass man ein System durch eine Funktion f(z) beschrieben hat, aber eine Zustandsfunk-
tion g(p) sucht, die von p = % abhiingt. Der Ubergang von der Funktion f zur Funktion g erfolgt nun iiber
sog. Legendre-Transformationen. Ein weiteres Anwendungsbeispiel ist der Ubergang von der Lagrange- zur
Hamilton-Funktion in der klassischen Mechanik. Bekanntlich beschreiben beide das selbe System und aus bei-
den lassen sich die Bewegungsgleichungen ableiten, mit dem einzigen Unterschied, dass die Lagrange-Funktion
L(q,q,t) eine Funktion der unabhéngigen Variablen ¢, ¢ und ¢ ist, wihrend die Hamilton-Funktion H (g, p, t)
von den Koordinaten ¢, den kanonischen Impulsen p = %g und der Zeit ist.
1-dimensionale Legendre-Transformation: Zunichst betrachtet man den eindimensionalen Fall. Eine Funk-
tion f(z) hingt also nur von der Variable = ab. Gesucht ist eine Funktion g(p), die von p = % abhingt und
die selbe Information enthilt. Um zu zeigen, dass f und g die selbe Information tragen, muss es moglich sein
f aus g eindeutig zu berechnen und umgekehrt. Zur Herleitung von g betrachtet man das totale Differential von
f: 5

df = Fidm = p(x) dz
Dabei beschreibt also p(z) die Steigung der Funktion f an jeder Stelle x. Die Differenzierbarkeit von f wird
also vorausgesetzt. Da nun p(z) die Steigung der Funktion f an der Stelle x beschreibt, kann man damit auch
die Tangente an die Funktion im Punkt (z, f(z¢)) aufstellen:

T(x) = f(xo) + p(o) - (z — xo)
Diese Funktion ist durch zwei Informationen charakterisiert. Einmal durch die Steigung p(zo) und zum anderen
durch den y-Achsenabschnitt 7°(0). Dieser ist nun nur noch eine Funktion von xy. Man definiert damit die
Legendre-Transformierte g:
. of
g(x0) = T(0) = f(wo) = p-zo, mit p=7"(z0)

Oder etwas kiirzer: ¢ = f — xp. Man nennt dieses g die Legendre-Transformierte von f. Es bleibt noch zu
zeigen, dass g nur von p abhéngt und nicht mehr von z. Dazu betrachtet man das totale Differential von g:

dg =df —pdx — x dp.
Nun verwendet man obige Gleichung fiir das Differential df = p dx und erhélt damit:
dg=df —pder—xdp=df —df —xdp=xdp

Somit ist also g nur noch eine Funktion von p. Um g explizit als Funktion von p angeben zu kénnen, muss man

in g(xo) noch mit der Definitionsgleichung p(x) = % (x0) die Variable z¢ durch p ersetzen. Desweiteren lésst

sich einfach zeigen, dass man aus g(p) durch Anwenden der oben beschriebenen Legendre-Transformation,

diesmal aber nach x = %, wieder in f zuriicktransformieren kann. Damit reprisentieren f(x) und g(p) die
p s
selbe Information, nur beziiglich der unterschiedlichen Variablen x und p = %.
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mehrdimensionale Legendre-Transformation: Die Erweiterung auf mehrere Dimensionen ist recht ein-
fach. Deswegen werden hier gleich die Ergebnisse zusammengefasst:

Definition 3.4 (Legendre-Transformation)  Zu einer Funktion f(x1,x9,...,x,) ist die Legendre-

Transformierte, als Funktion der Variablen p; = %’ ey Py, = af gegeben als:

9(p1, o) = f(@1, 00y szpz (3.6.1)

Ein Beispiel: Als Beispiel betrachtet man die Lagrange-Funktion des eindimensionalen harmonischen Oszil-
lators:

1 1
L=T-V= ima}Q — imwQ:cz
Man méchte daraus die Hamilton-Funktion H (z, p) berechnen, wobei p = % = ma der konjugierte Impuls
zur Koordinate x ist. Man erhilt also:
Lo 1 9 9

Hzﬁ—pmzimx —imw T° — pi

Dabei nutzt man nun p = md, also auch & = p/m und erhilt:

PPl o5, o,
H = =—(T+V
5 W' T p/m ( )

Das etwas untypische Minuszeichen riihrt daher, dass die Legendre-Trafo nur bis auf das Vorzeichen definiert
ist. Bei der Riicktrafo gilt (y = 8p = —p/m):

2
1 1 1 1 1
h=H—yp= _Qan — §mw2x2 —yp = —imy — §mw2x2 + my? §my2 — §mw2x2

Identifiziert man nun & = y = aH

81; vor der elgenthch noch ein Minuszeichen stehen muss (Definition der Legendre-Trafo!).

, so erhdlt man wieder £. Dabei ergibt sich quasi nebenher die Hamilton’sche
Gleichung & =

Geometrische Interpretation: FEin weiteres einfaches Beispiel soll die geometrische Interpretation der Legendre-
Trafo zeigen: Man betrachtet f(z) = 2. Durch Legendre-Trafo erhilt man g(p) mit p = af = 2z, also auch
x = p/2. Es ergibt sich also:
2 2 2
w2 P P P
f=f-pr=a"—px 13 1
Nach dem oben gesagten kann man fiir jedes p die Tangente an die gesuchte Kurve berechnen. Deren Stei-
gung ist von p selber gegeben. Ihr y-Achsenabschnitt ist g(p). Damit beschreibt man also f(x) durch ihre
einhiillenden Tangenten.

© 2004-2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/) -20-


http://www.jkrieger.de/

Teil I.

Thermodynamik

21



4. Definitionen

In der Thermodynamik betrachtet man spezielle Systeme, die folgendermallen definiert sind:

Definition 4.1 (thermodynamisches System) Ein thermodynamisches System ist eine beliebige Stoffimenge,
deren Eigenschaften durch die Angabe einige makroskopischer Variablen eindeutig und vollstindig beschrieben

ist. Diese Materie wird durch Winde eingeschlossen, bzw. gegen die Umgebung abgegrenzt. Man unterscheidet
dabei verschiedene Arten von Abgrenzungen:

1. isoliertes/abgeschlossenes System: In einem isolierten System ist keinerlei Austausch von Energie oder
Teilchen mit der Umgebung maoglich. Das System ist also vollstindig unabhdngig von der Umgebung.

N

2. geschlossenes System: Ein geschlossenes System kann Energie mit der Umgebung austauschen. D.h. es
kann eine Wiirmemenge Q) an die Umgebung abgegeben, oder aus ihr aufgenommen werden.

3. offenes System: Ein offenes System kann Energie und Materie mit der Umgebung austauschen.

In der letzten Definition wurden makroskopische Variablen zur Beschreibung des Systems verwendet. Diese

nennt man Zustandsgrofien (z.B. Druck p, Temperatur 7', Entropie .S ...). Man unterscheidet zwei Arten dieser
GroBen:

Definition 4.2 (ZustandsgroBen) Man nennt makroskopische Grifsen, die ein thermodynamisches System
beschreiben auch Zustandsgriofen. Es gibt generell zwei Kategorien solcher Grifen:

1. Extensive (additive) Zustandsgrofien sind proportional zur Teilchenzahl, bzw. Stoffmenge in einem Sys-
tem. Kann man ein System in mehrere Untersysteme zerlegen, die jeweils im extensive Zustand X; sind,
so setzt sich der Zustand X des Gesamtsystems additiv aus diesen zusammen: X = X;. Beispiele fiir

(A
solche Grofien sind die Entropie S, die Teilchenzahl N, die Masse m, oder das Volumen V.

2. Intensive Zustandsgrifien sind beim zusammenfiihren von Untersystemen im Gegensatz zu extensiven
Grofien nicht additiv. Beispiele sind die Magnetisierung, der Druck p, oder die Temperatur T.

Die Menge der unabhingigen ZustandsgroBen eines Systems spannen den sog. Zustandsraum auf, sodass
der tatsichliche Zustand eines Systems durch einen Punkt in diesem Raum definiert ist. Es ist zu beachten,
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dass es sich bei diesem thermodynamischen Zustandsraum nicht um den Phasenraum handelt, da auf diesem
mikroskopische Zustdnde des Systems leben.

Ein thermodynamisches System lédsst sich immer durch einen (kleinen) Satz von unabhéngigen Zustandsgro-
Ben beschreiben. Es gibt natiirlich noch weitere Zustandsgroflen, die das System beschreiben und sich dann aus

den unabhingigen Groflen berechnen lassen. Diese Verkniipfung wird durch sog. zustandsgleichungen ausge-
driickt:

Definition 4.3 (Zustandsgleichung) Man nennt eine Gleichung

F(X1, X2, .., Xp) =0 4.0.1)

Zustandsgleichung, wenn die die (nicht notwendig unabhdngigen) Zustandsgrofien X1, Xo, ..., X,, eines Sys-
tems verkniipft. In der Thermodynamik werden die Zustandsgleichungen ohne Ableitung als experimentelle
Tatsachen hingenommen. Ihre Ableitung ist erst im Rahmen der statistische Physik moglich.

Zusténde von Systemen konnen auch sich dndern. Dabei gibt es einige spezielle Vorginge:

Definition 4.4 (Zustandsinderungen)

1. Eine Zustandsdnderung heif3t quasistatisch, wenn sie (im Vergleich zur Relaxationszeit des Systems) so
langsam verlduft, dass sie praktisch als Folge von Gleichgewichtszustinden aufgefasst werden kann.

2. Eine Zustandsdinderung heifst reversibel, wenn sie an jeder beliebigen Stelle unterbrochen werden kann
und iiber die selben Zustdnde, wie auf dem hinweg wieder zuriickgefiihrt werden kann. Dies bedeutet
auch, dass eine zeitliche Umkehr der dufleren Bedingungen eines Systems zu einer zeitlichen Umkehr des
Zustandsverlaufes fiihrt. Ist eine Anderung nicht umkehrbar, so nennt man sie irreversibel.

3. Ein Kreisprozess liegt genau dann vor, wenn nach durchlaufen einer Reihe von Zustinden (Zyklus) wieder
exakt der Ausgangszustand (in allen Zustandsgrofien) erreicht ist. Es gilt

fav—o

4. Man unterscheidet noch folgende Arten von Zustandsdinderungen:

a) adiabatisch: keine Wirmedinderung, also 0Q) = 0
b) isentrop: keine Entropiednderung, also S = 0

¢) isobar: keine Druckdnderung, also ép = 0

d) isotherm: keine Temperaturinderung, also 5T = 0

e) isochor: keine Volumendnderung, also 6V =0

Definition 4.5 (thermodynamisches Gleichgewicht) Das thermodynamische Gleichgewicht in einem Sys-
tem ist erreicht, wenn sich der Zustand des Systems nicht mehr mit der Zeit dndert (stationdrer Zustand).

Im folgenden wird auch der Begriff der Arbeit wichtig sein. Man definiert ihn hier so:
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Definition 4.6 (Arbeit) Wie in der klassischen Mechanik ist die Arbeit A infinitesimal iiber die Bewegung ds/

gegen eine Kraft F definiert:
0A=—F-ds. (4.0.2)

Wird die Arbeit ) A dem System zugefiihrt, so ist sie positiv. Eine negative Arbeit wird vom System geleistet.
Diesem geht dadurch dann Energie verloren.

Es zeigt sich, dass man eine solche Arbeit in der Thermodynamik immer als Produkt einer intensiven Gro-
Be mit der infinitesimalen Anderung einer extensiven Grofle darstellen kann. Hier seien nur einige Beispiele
tabellarisch aufgefiihrt:

Volumendinderung 0A = —p-dV Ladungsinderung 0A =¢-dq
Hinzufiigen eines Teilchens 0A =pu-dN  Magnetisierungsarbeit 0A = By -dm
Arbeit gegen elektrische Felder 0A =FE -dP  Arbeit gegen Oberflichenspannung 0A = o - dS

Definition 4.7 (Warmekapazitit) Die bei einer Temperaturinderung d1' einem System zugefiihrte Wiirme-
menge 0Q) ergibt sich iiber die Warmekapazitdt c,.. Der Index x bezeichnet eine Grofse, die bei der Tempera-
turdnderung konstant gehalten wird (bei Gasen ist dies oft Druck p oder Volumen V). Es gilt also:

0
0Q =cp-dll = ¢, = a—? ) (4.0.3)
Definition 4.8 (Kompressiblitot) Die Kompressiblitit eine Gases ist definiert als:
1 [oV
- 4.0.4
= (), oo

sie gibt die relative Volumenausdehnung AV /V bei einer Druckéinderung dp an. Der Parameter x ist eine oder
mehrere konstant gehaltene Grofien des Systems.
x = T isotherme Kompressiblitit, x = S: isentrope Kompressiblitdit ...
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Die Thermodynamik basiert auf den einfache Definitionen aus dem vorherigen Abschnitt (4) und den folgenden
drei (vier) Hauptsitzen, die empirisch gefunden sind und im Rahmen der Thermodynamik nicht bewiesen
werden konnen.

5.1. Nullter Hauptsatz

Satz 5.1 (Nullter Hauptsatz/Definition der Temperatur)

1. Jedem makroskopischen System im Gleichgewicht kann eine intensive Zustandsgrofie I’ zugeordnet wer-
den, die Temperatur heifjt. Diese Temperatur ist eine skalare Messgrofie. Fiir zwei Temperaturen T'y, Tp
ldisst sich immer eindeutig angeben, ob T s gleich, grofier oder kleiner Tp ist.

2. Aus Ty >TpundTp > T¢ folgt R4 > 1.

3. Sind zwei Systeme A und B im thermischen Kontakt und ist das daraus entstehende Gesamtsystem A+B
isoliert, so gilt im Gleichgewicht:
Tayp=Ta =15

4. werden zwei getrennte Systeme A und B mit T4 > T'p in thermischen Kontakt gebracht, so gilt fiir die
Mischtemperatur T'x4 p:

Ty >Tarp >1TB

Dieser Nullte Hauptsatz besagt nur, dass es eine Grofle, genannt

Temperatur gibt und legt ihre Eigenschaften fest. Er fasst also nur P
die Erfahrungstatsache zusammen, dass man Temperaturen messen

kann. Die Messung der Temperatur erfolgt im einfachsten Fall iiber V, T, p,

ein ideales Gas, bzw. ein Gas, das sich nahezu wie ein ideales Gas V~T

verdiinntes

verhilt. Aus der Zustandsgleichung pV' = nkpgT folgt nimlich, dass Gas

bei konstantem Druck V' o T' gilt. Man kann also aus der Volumen-
ausdehnung direkt auf die Temperatur schlieBen (siehe Abb. 5.1). Zur Abb. 5.1.: Gas-Thermometer
Eichung benétigt man iiblicherweise zwei Punkte. Fiir die Celsius-

Skala verwendet man etwa den Gefrierpunkt von Wasser (0°C) und seinen Tripelpunkt (100°C'). Uber die
kinetische Gastheorie kann man die Temperatur direkt mit der mittleren kinetischen Energie der Gasteilchen in
Verbindung bringen (sieche Abschnitt 10.4).
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5.2. Erster Hauptsatz

Satz 5.2 (Erster Hauptsatz der Thermodynamik) Fiir jedes System ist die Innere Energie U eine extensive
Zustandsgrofie, welche bei abgeschlossenen Systemen erhalten ist:

dU = 0.

Tauscht ein System Energie oder Teilchen mit seiner Umgebung aus, so gilt:

W= 09 + W + ) wdh (5.2.1)
Weéirmezufuhr mech. Arbeit %

Materialerhéhung

Dabei ist u; das sog. chemische Potential der i-ten Teilchensorte, das der Energie entspricht, die man ge-
winnt/verliert, wenn ein Teilchen dieser Sorte dem System hinzugefiigt wird.

Dieser Hauptsatz besagt im Grunde nichts anderes, als die Erhaltung der Gesamtenergie in einem abgeschlosse-
nen System. Es gibt noch eine weitere Formulierung des ersten Hauptsatzes, die die Energieerhaltung deutlich
zum AUsdruck bringt:

Korollar 5.1 (Erster Hauptsatz der Thermodynamik, Variante I) Es gibt kein Perpetuum mobile erster
Art. Dies bedeutet, es gibt keine Maschine, die stindig Energie erzeugt, ohne ihre Umgebung zu verdndern.

Der erste Hauptsatz besagt auch, dass die innere Energie dU ein totales Differential ist, also nicht vom Integra-
tionsweg abhingt und somit eine ZustandsgroBe darstellt (dies gilt fiir reversible und irreversible Wege). Fiir
die Integration entlang eines geschlossenen Weges gilt:

%dU:O = 0=dU =0Q+ W = 7{662:—%5W

In reversiblen Prozesse kann man Arbeit 6 und Wirmeaustausch d() als totale Differentiale darstellen. es gilt

namlich (fiir Gase):
oW =—pdV, 6Q =cydT

Der Ausdruck 0W = —p dV ist nur fiir Gase giiltig. Fur andere Systeme (z.B. Magneten etz.) ergeben sich
aber entsprechende Ausdriicke aus einer intensiven Grof3e (p) und dem differential einer extensiven Grofie dV.
Fiir die bei reversiblen und irreversiblen Prozesse geleistete Arbeit und ausgetauschte Energie gilt:

Witrey > 0Wiey = —pdV | und [ 6Qirrev < 0Qrev (5.2.2)

Damit erzeugen irreversible Prozesse mehr Abwirme, und bei gleicher Abwirme weniger Arbeit.
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5.3. Zweiter Hauptsatz

Satz 5.3 (Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik) FEs gibt kein Perpetuum mobile zweiter Art. D.h. Es gibt
keine Maschine, die stindig Arbeit leistet, indem sie ein Wiirmereservoir abkiihlt.

Dies bedeutet, dass Warme nicht vollstiandig in Arbeit umgewandelt werden kann. Es entsteht immer Abwirme.
Es ist also durchaus moglich eine Maschine zu konstruieren, die Wéarme von einem wirmeren zu einem kéilteren
Reservoir transportiert und dabei Arbeit leistet. Dies wird im nédchsten Abschnitt anhand der Carnot-Maschine
demonstriert. Es wird auch gezeigt, dass die Carnot-Maschine in vieler Hinsicht eine ideale Maschine ist.

5.4. Carnot-Maschine und Entropie

5.4.1. Definition des Carnot-Prozesses

L]

\ |
D,
I |
=
D 4
P, e
— iy isoliert I isoliert
Ds .
- V-V, V>V, V-V, V>V,
Vi V. v, a0 Vi isotherm adiabatisch isotherm adiabatisch

Expansion Kompression

Abb. 5.2.: Carnot-Prozess im p-V -Diagramm und in vier Einzelschritte zerlegt

Ein Carnot-Prozess ist ein reversibel arbeitender Kreisprozess, der mit einem idealen Gas als Arbeitsmedium
arbeitet. Er wird in der Thermodynamik als Referenz-System verwendet und hat interessante Eigenschaften.
So ist er etwa die effektivste, mogliche Warmekraftmaschine. In Abb. 5.2 ist der Ablauf des Prozesses im p-V -
Diagramm dargestellt. Er besteht aus zwei isothermen (d7" = 0) und zwei adiabatischen (§¢) = 0) Teilschritten.
Wie bei Kreisprozessen iiblich ist das System nach Durchlaufen der Schritte 1-4 wieder im Ausgangszustand,

sodass gilt:
]{dU—O = AW-%éW—j{pdV

Die geleistete Arbeit ist also gerade gleich der in Abb. 5.2 grau eingezeichneten Flache. Der Prozess arbeitet
zwischen zwei Wiarmebadern der Temperaturen 7}, > T;. Die Schritte sind im einzelnen:

1 — 2 isotherme (d7" = 0) Expansion des Gases bei der Temperatur 77 von V; auf V5. Hierbei folgt wegen
dU = cy dT sofort dU = 0 und damit nach dem ersten Hauptsatz 6W = —4(@). D.h. die mit dem
Wirmebad ausgetauschte Wirmemenge A, ergibt sich zu:

2 2
NkgT, V;
AQI:/pdv:/ ‘f th:NkBTh-ln<V2) >0 (daVh > V7).
1
1 1

Dies bedeutet, dass aus dem Wirmebad eine Warmemenge AQ); aufgenommen wurde. Diese wird be-
notigt, um die Temperatur bei der Expansion (die normalerweise zu einer Temperaturerniedrigung fiihrt)

konstant zu halten.
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2 — 3 adiabatische Expansion von V5 auf V3. Dabei gilt 6¢) = 0 und somit nach dem ersten Hauptsatz:
dU =W = —pdV =¢cy dT = AWQZCV'(TZ—T}Z)<O

Dies bedeutet, dass die Energie dU = cy - (1} — T},) aus der inneren Energie des Gases entnommen und
in Arbeit umgesetzt wird. Dabei kiihlt sich also das Gas von 7}, auf 7; ab.

3 — 4 isotherme Kompression bei 7;. Analog zum ersten Schritt folgt jetzt:

AQg = NkBTh -In <“?) <0 (daV4 < V?,)
3

D.h. die Wirmemenge A3 wird an das kiltere Wirmebad abgegeben.

4 — 1 adiabatische Kompression von V; auf V7. Dabei steigt die Temperatur wieder von 1; auf T}, sodass sich
das Gas wieder im Ausgangszustand befindet. So wie oben gilt jetzt:

AW4 = Cy - (Th — ﬂ)
Nun kann man eine Energiebilanz des Prozesses aufstellen:
%dUZAU1+AW2+AU3+AW4 =cy - (Tl—Th)—i-Cv~ (Th—Tl) =0
~—~—~ ~—~—
=0 =0
Die innere Energie dndert sich wihrend eines Durchlaufes also nicht und es handelt sich somit tatsdchlich um

einen Kreisprozess. Andererseits kann man aber die Arbeit, die das System leistet und die am System verrichtet
wird bilanzieren. Es gilt dann:

1% 1%
AW = AW, + AWy = Nkg - [T, -In -2 +T; - In —| .
Vi Vs

Die adiabatischen Prozesse bewegen sich entlang der Adiabaten des idealen Gases, sodass die folgenden Glei-

chungen gelten:
Vs (Th 3/2 - Vi (T 3/2
Vo \T Vi \Tx

Daraus folgert man einfach:

s _ N
Vo W
Setzt man dies in die obige Beziehung fiir die Arbeit AW ein, so erhdlt man:
V V Vs
— AW = Nkg - [Th-ln2 —Tl-lnz} = Nkp(Th, —T) In— = AW <0 (5.4.1)
Vi Vi —_—— W

>0
>0

Der Carnotprozess leistet also Arbeit, indem er Wirme von einem heiflen Depot T}, zu einem kélteren Depot 7;
transportiert. Deswegen kann man die einfache Darstellung der Carnot-Maschine in Abb. 5.3 wihlen. Betreibt
man den Kreisprozess in umgekehrter Richtung, so wird keine Arbeit frei, sondern unter Arbeitseinsatz wird
das wirmere Depot weiter aufgeheizt. Dies nennt man dann eine Wirmepumpe.

Wirmekraftmaschine Wiirmepumpe

| 7} | 7}
llaq f1aQ

@:&W A%>
@AQ ﬁA@

| T} | T}

Abb. 5.3.: Carnot-Maschine C' als Warmekraftmaschine, die Arbeit leistet und als Warmepumpe, die ein wérmeres
Depot weiter autheizt, indem an ihr Arbeit verrichtet wird
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Nun kann man noch zum Schluss dieses Abschnittes den Wirkungsgrad 7¢ einer solche Maschine berechnen.
Allgemein gilt:

Definition 5.1 (Wirkunsgrad einer thermodyn. Maschine)

. AW
- AQx

Der Wirkungsgrad n ist also der Bruchteil der transportierten Wiirmemenge AQ1, der in Arbeit AW umge-
wandelt wird. Weiter gilt dann natiirlich AW = AQ1 + AQs.

n (5.4.2)

Speziell fiir die Carnot-Maschine erhilt man:

AW Nkp(Th -T)Iny? T, -T,
B AQl B NkBThhl% N Th

Ui

AuBerdem einfach mit AW = AQ1 + AQs:

_ AW o AQl —|—AQ3
T=ag AQ;

Zusammenfassend kann man also schreiben:

Korollar 5.2 (Wirkungsgrad von Carnot-Prozessen)

T AQ3
S P R
e T, AQ1

<1 (5.4.3)

5.4.2. Eigenschaften der Carnot-Maschine

In diesem Abschnitt werden einige wichtige Sétze iiber Carnot-Maschinen bewiesen:

Satz 5.4 (Carnot-Prozess als idealer Prozess)

1. Der Wirkungsgrad (5.4.3) einer Carnot-Maschine ist der hochste Wirkungsgrad, der von einer thermo-
dynamischen Maschine, die zwischen zwei Wiirmereservoiren I, und T} arbeitet, erreicht werden kann.

2. nc wird von alle reversibel arbeitenden Maschinen erreicht.

Beweis: Zum Beweis betrachtet man die Anordnung in 5.4. Dort ist eine Carnot-Maschine C' als Wirme-
pumpe parallel zu einer beliebigen Wirmekraftmaschine M geschaltet. Es soll gelten AQpr2 + AQc2 = 0,
sodass sich am unteren Wérmereservoir effektiv nichts @ndert.

bel. Wéarmekraftmaschine Carnot-Warmepumpe
| 7}

llaQ,, f1aQq

AW<M:@ <:AWC
I a0 = s ff

| il

Abb. 5.4.: zum Beweis

Mit dem obere Reservoir der Temperatur 73, wird die Warmemenge AQ, = AQ 1 + AQ ¢ ausgetauscht.
Nach dem zweiten Hauptsatz muss AQ, < 0 gelten, da sonst die Wirmemenge AQ)j aus dem Reservoir
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entnommen und vollstindig in Arbeit umgesetzt werden wiirde (=Perpetuum mobile 2.Art). Nun kann man fiir
die Wirkungsgrade ¢, nas der Maschinen ansetzen:

_ AQc2 1
nc = 1+ Ao AQc1 = o —1 -AQc2
AQ 2 AQc2 1
= 1+ =1- = A =— -A
M AQun AQun Qn — Qe
1 1
= AQy = AQy +AQc1 =AQes2 - ( - ) <0
ne—1 nu—1

Damit ist aber auch ¢ > 1 und der erste Teil des Satzes ist bewiesen.

Wenn M reversibel ist, so kann man ihrem Umlaufsinn umkehren. Das selbe macht man mit der Carnot-
Maschine. Alle Ausdriicke aus der eben angefiihrten Argumentation behalten dann ihre Giiltigkeit, bis auf
AQp < 0. Daraus wird AQy, > 0 und damit folgt no < nys. Insgesamt muss dann also gelten: 7o = 1y und

man schlief3t, dass der Wlrkunsgrad nc von Carnot-Maschinen fiir beliebige reversible Kreisprozesse universell
ist. QED.

Satz 5.5 (Zerlegung von Kreisprozessen und Clausius-Gleichung) Jeder beliebige Kreisprozess K ldsst
sich inm > 0 Schritte konstanter Temperatur T} zerlegen, wiihrend derer jeweils die Warmemenge 6Q); ausge-
tauscht wird. Er besteht dann aus n quasistatischen Zustandsdinderungen. Da im Kreisprozess

j{dU:O

gilt, muss folglich (dU = 06W + 0Q, N = const)

n
AW = 6Q;
=1
gelten. Fiir eine solche Zerlegung folgt dann
— Qi 0Q
d £ <o N fgo (5.4.4)
— T; T
i=1 —

Clausius-Gleichung

Die Gleichheit in diesen Beziehungen gilt fiir reversible Prozesse.

Beweis: In Abb. 5.5 ist die Zerlegung eins Kreisprozesses K gezeigt:

\ K K
o o aev =
T, T, | B B T,

Abb. 5.5.: Zerlegung eines Kreisprozesses in n Schritte mit konstanter Temperatur ¢;

Wihrend jedes dieser n Schritte befindet sich das System im Kontakt mit einem Warmebad der Temperatur
T; und tauscht mit diesem die Wiarme 6(); aus. Da die Schritte isotherm sind ist d7° = 0 und damit auch
dU = ¢,dT = 0. Es ergibt sich also die gesamte beim einmaligen Durchlaufen von K geleistete Arbeit:

AWk = —Zn:f%?z‘

i=1
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Man koppelt nun jedes dieser Warmebéder mit einer Carnotmaschine an ein Referenzwirmebad der Temperatur
Ty. Die Carnot-Maschinen werden dabei so konfiguriert, dass sie die Warmemenge 6(); gerade ausgleichen. Es
gilt also:

Dies ist in Abb. 5.6 veranschaulicht.

\ K N

IdQl Isz nEn IdQn

EER
'dQ1 'dQn
dwe—> [ I B B B N dw <>
dQl(O) dQ ©)
| T |

Abb. 5.6.: Zerlegung des Kreisprozesses mit Ankopplung an ein Referenzwidrmebad der Temperatur 7

Der Wirkungsgrad der Carnot-Maschinen ist:

T; i T
e=1-4 1429 L 500 = 40, 20
To 5@(0) T.

i
Die von allen Carnot-Maschinen zusammen geleistete Arbeit ist:

W= 3245 = -3 ¥ = -3 (1 22) P, -

i=1 i=1 ¢
—ZQ—)mzZm,%Zmz

Das einzige Reservoir mit dem effektiv Warme ausgetauscht wird ist das Referenzreservoir 7y und die mit ihm
ausgetauschte Wirme ergibt sich zu:

0) _ iéng) —7,. znz 51?1‘
i=1 i=1 "

Mit den so berechneten GroBen kann man nun die gesamte vom Kreisprozess geleistete Arbeit berechnen:

AW = AWe + AWy = Z 6Q; — Tp Z 0Qi Zan =-T Z 0Qi  _ —AQO

Es zeigt sich also, dass alle geleistete Arbeit aus dem Referenzreservoir geschopft wird. Dies war natiirlich
nach der Konstruktion zu erwarten. Damit muss aber AW > 0 gelten, da die Anordnung sonst Arbeit leisten
wiirde, die nur aus der Abkiihlung eines Reservoirs resultiert (Widerspruch zu 2. Hauptsatz, Perpetuum mobile
2.Art) Damit gilt aber:

i=1 ¢

0<AW——TOZ6Ql = zn:‘sgi<o

Macht man nun noch den Grenziibergang n — o0, so erhilt man schlieBlich:

fm<o
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Dies ist die Clausius-Beziehung. Ist nun K reversibel, so kann man den Umlaufsinn umdrehen, sodass > | 52;? L >

(2
0 folgt. Damit muss aber fiir reversible Prozesse gelten:

-

5.4.3. Entropie als ZustandsgroBe

-

definiert gerade ein vollstdndiges Differential, das mit dS = % bezeichnet wird. Man kann nun die Entropie
S berechnen:

QED

Die Clausius-Gleichung fiir reversible Prozesse:

A A
S(A) — S(Ap) = /dS = /5;;2 wobei Ay — A ein reversibler Weg ist. (5.4.5)
Ao Ao

Sie ist (natiirlich) nur bis auf eine Konstante S(A() berechenbar. Diese Konstante wird vom dritten Hauptsatz
fixiert ist aber in der Thermodynamik bedeutungslos, weil nur Entropiedifferenzen gemessen werden kénnen.
Wichtig bei dieser Berechnung ist, dass der Weg Ay — A fiir die Berechnung reversibel ist, auch wenn der tat-
sdchliche Vorgang irreversibel ablduft. Da d.S ein totales Differential ist, ist das Ergebnis vom Integrationsweg
unabhingig, allerdings gilt die Gleichung (5.4.5) fiir irreversible Wege nicht!

Betrachtet man nun den Ubergang von einem Zustand A zu einem Zustand B, reversibel

tiber einen reversiblen Weg I? und einen alternativen irreversiblen Weg Z (sieh /.\B
Abbildung rechts), so erhélt man fiir den reversiblen Prozess:
B 5
AS = S(B) — S(A) = / 00 2
T P - _
°$ irreversibel
(R)

Kombiniert man nun den Weg Z mit dem umgekehrten Weg R zu einem Kreispro-
zess, so muss gelten:

A 50 B(SQ A 50 A5Q B(SQ
o % AS=— [ 2= [ [
/ T +/ 7 <0 & A5 / T / T —/ T
B A B B A
(-R) (Z) (—R) (R) (Z)

Dies bedeutet, dass die Entropiednderung bei reversibler Prozessfithrung minimal ist. Man erhilt also folgende
mathematische Formulierung des zweiten Hauptsatzes:

Korollar 5.3 (Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik) Es gibt eine extensive Zustandsgrifie S (genannt
Entropie), mit der folgenden Eigenschaft (T ist die absolute Temperatur):

)
ds = 762 fiir reversible Prozesse (5.4.6)
0Q .- :
dS;rreversivel > T = dS,eversivel fiir irreversible Prozesse 5.4.7)

Die Entropie eines abgeschlossenen Systems (6Q) = 0) kann mit der Zeit nur zunehmen und ist im Gleichgewicht
maximal:

dsS > 0.

Sie nimmt nur durch irreversible Prozesse zu.
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Der letzte Teil des Satzes fiihrt eine Zeitrichtung in die Thermodynamik ein.
Man kann die Wirmemenge allgemein so schreiben, dass sie aus einem reversibel und einem irreversibel
ausgetauschten Anteil besteht:

6@ = 5Qrev + 5Qirrev-
In abgeschlossenen Systemen gilt Q) = 0 und damit 6Qrey = —0Qirrey. Es folgt dann weiter:

5Qrev =T-d5 = _5Qirrev

Dies bedeutet, dass die gesamte Entropieinderung auf irreversible Prozesse zuriickzufiihren ist.

Zum Schluss kann man noch die sog. Grundrelation der Thermodynamik ableiten. Dazu verwendet man
den ersten Hauptsatz dU = §Q + 6W + JFE,, wobei JE, die Energieinderung durch Teilchenaustausch be-
zeichnet, und den 2. Hauptsatz in der Form 6Q) < T'- dS, das sich aus (5.4.7) ergibt:

Satz 5.6 (Grundrelation der Thermodynamik)

T-dS > dU — 6W —$E, (5.4.8)

5.4.4. Thermodynamische Temperatur

Uber den Wirkungsgrad einer Carnot-Maschine ¢ = 1+ 992 Jgst sich ganz
N } s 0Q1 e
allgemein eine thermodynamische Temperatur definieren, die vom verwende- _ dQ\l'
ten Stoff unabhéngig ist. Man betrachtet die drei Wirmereservoire 91, J2, ¥3
in Abb. 5.7, wobei ¥; < 99 < ¥3 gilt. Das Bad der Temperatur 13 ist also das dw,e— @ v
wirmste. Die zwei Carnot-Maschinen arbeiten als Wirmekraftmaschinen und dQZ\l, 3
leisten Arbeit, indem sie Wirme vom oberen Warmebad ins untere transportie- X 2
. . . . . . dQ 2=" sz\l,
ren. Die hier angegebenen Temperaturen ¥J; sind auf einer beliebigen Tempe-
raturskala angegeben. Fiir sie muss nur gelten, dass ¢; > 9o = 1J; widrmer. dw<— @ \
Man kann die Temperaturen z.B. iiber die Warmeausdehnung eines Gases de- anl,
finieren. Es gilt fiir die Wirkungsgrade in Abb. 5.7: —
0Q2 0Q3 Abb. 5.7.: zur Definiti-
m=1+ 5Q; m=1+ 5Q) on der thermodynami-

schen Temperaturskala
Da die Wirkungsgrade nicht von der Substanz abhingen, sondern nur von den
Temperaturen muss es wohl eine Funktion f(-, -) geben, mit der man schreiben kann:

m=1— f(01,92), n2=1— f(02,93)

Offensichtlich gilt auch:

0Q20Q3  0Q3
Y1, 92) - f(¥2,03) = = = f(¥1,9
f(01,92) - f(D2,93) 50,60, ~ 30, f(91,93)
Daraus folgt dann aber auch:
0 0
lnf(’ﬂl,’ﬁg) = lnf(’ﬂl,ﬁg) —|—lnf(192,193) = 7lnf(191,193) = 71I1f(191,292)
0191 8791

Diese letzte beziehung ist aber nur erfiillbar mit einem Ansatz der Form f (¢, ¥2) = a(¥1) - B(J2). Damit gilt
dann aber:

a(h) - B(V2)a(V2) - B(03) = a(¥1) - B(Vs)

& 1= B)als) = alds)= '5(1192)
Damit ergibt sich aber fiir f(-,-):
_ B(¥s) _ _ ., BWs)
f(191,?93)—ﬁ(191) = Uc—l—f(ﬂl,ﬂs)—l—ﬁ(ﬁl)
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Es gilt dann:

B(93) = B(W1) - [1 —nc]
Man kann also eine Ersatz-Carnot-Maschine einbauen, die nur noch zwischen 1, (Referenz) und ¢35 (Mess-
punkt) arbeitet. Man definiert nun den Referenzpunkt mit dem Tripelpunkt des Wassers, also

B(¥) =T =273.16 K
und erhilt damit die folgende Temperaturskala 7', die auch Kelvin-Skala genannt wird:
T =T" [1 = no(T,T%)]

Somit ergibt also der Wirkungsgrad einer Carnotmaschine (der von der Betriebstemperatur abhiingt) zusammen
mit dem Tripelpunkt des Wassers als Referenz eine absolute thermodynamische Temperaturskala.

5.4.5. Beispiel: Reversibel - Irreversibel

Man betrachte eine isotherme Expansion eines Gases bei der Temperatur 7" (d7T" = 0):

reversible Expansion: irreversible Expansion:

Abb. 5.8.: reversible und irreversible, isotherme Expansion eines Gases

reversibel: Die Zustandsgleichung lautet U = %N kpT. Damit ist dU o« d7" = 0 und nach dem ersten
Hauptsatz gilt (mit pV = NkpT):

V2 V2
1
AQ——AW—/pdV_NkBT/VdV_NkBTln“f
1
V1 Vl

Die Energie, die beim Expandieren frei wird, wird in der Feder gespeichert und kann vollstindig an das Gas
zuriickgegeben werden (Rekompression). Die Entropiednderung ist also:
AQ Vs

ASGas: e :NkBanl

Da nur das Gesamtsystem aus Feder und Gas abgeschlossen ist (d.S = 0), gilt:

A
ASWB Feder = —ASGas = _TQ = Nkg 1n¥?

irreversibel: Nun wird in einem Warmebad eine Wand herausgezogen, wodurch das Volumen vergroBert
wird und sich das Gas ausbreiten kann. Die Wand kann zwar wieder eingesetzt werden, es ist aber sehr un-
wahrscheinlich, dass dabei das gesamte Gas wieder links ist. Dieser Prozess ist also irreversibel. Da oben der
analoge reversible Prozess besprochen wurde gilt auch hier:

AQ Va

2% _ NEkpln 22
T anvl

Am Wirmebad dndert sich nicht, sodass sich die Entropie des Gesamtsystems ASwg + ASg,s erhoht hat. Tm
reversiblen Fall wurde die Energie T' d.S' in Spannarbeit an der Feder umgesetzt. Im irreversiblen Fall geht sie
verloren.

ASGas =
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5.4.6. Euler-Gleichung und Gibbs-Duhem-Relation

Man betrachtet nun wieder eine reversible Zustandsiinderung. Nach dem ersten Hauptsatz und der Clausius-
Gleichung gilt:

dU = 6Q +0W +0Ec =T dS —pdV + Y p; dN; (5.4.9)

Man vergroBert nun das System um einen Faktor «.. Alle extensiven Variablen (S, V, N;) werden ebenfalls um

a groBer und es folgt: dU — adU. Damit muss aber U eine homogene Funktion 1. Ordnung sein, denn es gilt:
U(aS,aV,aN;) =a-U(X,V,N;)

Damit ist U natiirlich auch eine extensive GroBe. Die Vergroerung sei jetzt mit « = 1 + € klein, sodass man
U um 1 Taylor-entwickeln kann:

ou ou ou
U((l+e)-S,(1+¢€-V,(1+€) N;)=U+ ﬁeS + oV + a—NieNi (5.4.10)
=dU
Vergleicht man dies mit (5.4.9), so ergibt sich:
ou ou ou
T=— = —— P = 4.11
a5 P="av =N, G41h

Da U eine homogene Funktion ist, kann man auch schreiben:
U((l+e€)-S,(1+e€ -V,(1+e)-N;))=(1+4¢)-U=U+e-U

Vergleicht man dies mit (5.4.10), so ergibt sich eU = dU und damit:

Satz 5.7 (Euler-Gleichung) Bei reversiblen Prozessen darf der erste Hauptsatz trivial integriert werden und
es gilt:

U=TS —pV + u;N; (5.4.12)

Bildet man das totale Differential der Euler-Gleichung (5.4.12), so erhélt man:

AU =T dS+SdT —pdV —V dp+ p; AN; + Ni dp; = T dS — p AV + p; AN; +S dT — V dp + N; dus

=dU nach 1. HS

Daraus erhilt man dann:

Satz 5.8 (Gibbs-Duhem-Relation) Bei reversiblen Prozessen gilt:
SdI'—V dp+ N; du; =0 (5.4.13)

Dies bedeutet, dass die Zustandsgrofien T', p, p nicht unabhdngig sind, sondern durch eine Gleichung verbun-
den, da sonst (5.4.13) ein totales Differential in den Variablen T, p, i definieren wiirde.

Mit Hilfe der Gibbs-Duhem-Relation kann man z.B. das chemische Potential eines idealen Gases berechnen
(siehe Abschnitt 5.6)
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5.5. Dritter Hauptsatz

Satz 5.9 (Dritter Hauptsatz der Thermodynamik) Die Entropie S ndihert sich am absoluten Temperatur-
nullpunkt (T' = 0) ihrem Nullpunkt:

%11305 =0 (5.5.1)

Der absolute Temperaturnullpunkt ist effektiv nicht erreichbar. Die folgende Abb. 5.9 zeigt warum.

SA

>T
Abb. 5.9.: zur Unerreichbarkeit des Temperaturnullpunktes

Man kommt mit dem eingezeichneten Prozess aus Teilstiicken d7" = 0 und dS' = 0 unendlich nahe, da sich
alle Entropiekurven aber in 7" = 0 kreuzen wird man ihn nie erreichen.
Es folgt direkt aus dem dritten Hauptsatz:

Wiédrmekapazitdten verschwinden am absoluten Nullpunkt, also

05
lim ¢ = lim 2> =0
70" T 720 OT

Beweis: Aus c > 0 folgt auch
oS oS

— =7 > 0.

oT 0InT —
Setzt man nun z = In T so wird aus dem Grenziibergang T' — 0 der Ubergang & — —ooc. Man fiihrt nun einen
Widerspruchsbeweis fiir die W-Annahme

$E@m?z:a>0.

Wird dies wiederlegt, so folgt zusammen mit obiger Ungleichung sofort die Aussage. Aus der W-Annahme
folgt, dass es ein xzq gibt, mit —oco < z < xg und % > % > (0. Man kann dann integrieren:

Zo
oS
S(l’o) — S(a}) = / <8.§C’> da’ > %(1’0 — 33)
x
Daraus folgt S(z) < §x + const und damit lim S(z) = —oo. Dies stellt aber einen Widerspruch zum 3.

Tr——00

Hauptsatz dar und somit muss o = 0 gelten. QED
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5.6. Beispiel: Das ideale Gas

Definition: Man bezeichnet ein Gas als ideal, wenn seine Teilchen ohne Wechselwirkungen untereinander
sind. Auflerdem werden die Gasteilchen als Punktteilchen der Masse m modelliert. Diese Niherung wird von
realen Gasen umso besser erfiillt, je verdiinnter ein Gas ist.

Zustandsgleichung: Zunichst gilt es die Zustandsgleichung des idealen Gases aufzustellen. Von Boyle und
Mariotte stammt die experimentelle Erkenntnis (von 1664), das das Produkt pV aus Druck p und Volumen V'
eine Konstante ist, wenn man bei gleicher Temperatur 7" einen der Parameter dndert:

1
pPX

%

Gay-Lussac fand 1802 die Abhingigkeit des Volumens eines Gases von seiner Temperatur 7':
VT

Da keine weiteren Abhingigkeiten festgestellt werden konnten kann man aus diesen beiden Gesetzen die all-
gemeine Gasgleichung des idealen Gases ableiten. Zunéchst gilt:

pV
— = const
T

Da dies eine extensive Grofle ist muss sie linear mit der Teilchenzahl anwachsen (Druck und Temperatur sind
intensiv, das Volumen ist aber extensiv). Damit gilt mit einer Konstante kp:

pV = NkpT (5.6.1)

Die Boltzmann-Konstante kg = 1.38 - 10~2® . Die folgende Abb. 5.10 visualisiert die Zustandsgleichung

(5.6.1).

, p [bar] p [bar]
T=100K —— [

6+ T=300K ——
T=800K ——

S T=1500K ———

4 -

3 .

2 .

1 .

0 VI

0 1 2 3 4 5 6 7
Abb. 5.10.: Zustandsgleichung des idealen Gases

Im Rahmen der statistischen Physik kann man noch eine weitere Form der Zustandsgleichung ableiten (siehe
Abschnitt 9.8). Damit erhilt man fiir die mittlere kinetische Energie pro Teilchen %:

FE 3
— = —kgT 5.6.2
N = ohB ( )

Warmekapazitat: Um die isochore Wirmekapazitét ¢y eines idealen Gases zu bestimmen, erwidrmt man es
isochor (dV = 0). Dann gilt nach dem 1. Hauptsatz:

dU =6Q + W, =06Q=cydT
=—pdV=0
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Dies kann man einfach integrieren und erhélt:
U(T) =U0+Cv-<T—T0)

Andererseits gilt die Zustandsgleichung U (T') = %k‘ BT'. Aus dem Vergleich dieser beiden Gleichungen schlief3t
man

Ccy — gNkB (563)

Adiabaten: Oft betrachtet man adiabatische Prozesse an einem idealen Gas. Die Frage ist nun, wie deren
Kurven aussehen. Fiir adiabatische Vorgénge ist Q) = 0, es wird also effektiv keine Energie mit der Umgebung
ausgetauscht. Am System kann somit nur noch die mechanische Arbeit §W = —p dV geleistet werden. Aus
dem ersten Hauptsatz (Satz 5.2) folgt dann:

AU = 6Q + 6W = —pdV

Bei Volumenarbeit muss die Temperatur des Systems erhdht werden, da ja keine Energie an die Umgebung
abgegeben werden kann. Damit gilt weiter mit der Wirmekapazitit cy :

dU = —pdV = ¢y dT

Hier kann man nun die ideale Gasgleichung in der Form p = w einsetzen und erhilt:
NEkgT
AV =cydT

Die kann man nun von einem Zustand (V{, Tp) bis zu einem zustand (V, T") integrieren und erhélt:

 NkaT ’ P 1

B cy

_ av = aT [ tav= AT
/ v /CV <~ /V v Nk:B/T

VO To Vo To

Die Integrale sind bekannt und ergeben dann:

| \%4 cy T
—In— = JE—
Voo Nk Tp
Daraus folgt schlieBlich:
cy 3
1Y/ T\ Nkg T\ 2
20 _ () R <> (5.6.4)
Vv Th cv=4Nkg \To

Ahnliche Zusammenhiinge kann man auch fiir p und 7 und p und V' berechnen:

e Zunichst startet man mit NkgdT = p dV + V dp und erhilt daraus:

9%
—nd = —(pd Vd
pdV N P AV +Vdp)
NE 1 1
—( B+1> —dV = —dp
cy 14 P
N
= ( kB—I—l)-anO - mZ
cy Vv Po
Daraus ergibt sich dann schlieflich:
Nkp 1 5
‘/0 cy + (‘/b) 3
= [ — = = 5.6.5
P = Po <V> er—INkp po-\ v (5.6.5)
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e analog ergibt sich dann noch:

T\ 2
p = o (T) (5.6.6)
CV:§NkB 0

In Abb. 5.11 sind beispielhaft einige Adiabaten gezeigt.

p=21bar, \,=101
p,=0.1bar, V=11
p=1bar, V=11

0 F—————— VII]
01 2 3 456 7

Abb. 5.11.: Adiabaten im p-V -Diagramm.

Entropie: Hier soll N = const angenommen werden, sodass S = S(T, V) gilt. Fiir eine reversible Zustands-
dnderung erhélt man nach dem ersten Hauptsatz:

AU =6Q + W =T -dS — p-dV

U:gNk‘BT :>dU:gNk:B-dT
p Nkp
— NEkgT £ _
pV kg T v

Man erhilt daraus dann:
3 dT dv

dU p
=~ .dV ==-Nkp— + Nkp—
+ %4 2 BT+ B

5= 7 +7 v

Durch Integrieren von (Tp, Vj) nach (T, V') erhélt man also:

TV T

1%
3 dT dv 3 T \%4
T — S(1T; = dS = -Nk — + Nk — = —-Nkpln— + Nkgln —
S(T,V)— S(Ty, Vo) / S 5 B/T+ Bl 37735 BHTO+ BHV0
=:So T07V0 TO VO
Es ergibt sich also schlieflich:
T\** v
S(T,V)=5y+ Nkp -1 — . 5.6.7
( ) ) o+ B n{<TO> Vo ( )
Es gilt % = p%;/o und damit % = %OT% und damit:
S(T,p) = So + Nkg - In PO (5.6.8)
T P
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Chemisches Potential: Nach der Gibbs-Duhem-Relation (5.4.13) gilt:

S(p,T) V(p,T)
dp = N d1 —N dp

Man nutzt nun (5.6.8), sowie pV = NkgT und erhilt:

T\*? kT
dp = kg |So+1n () PO ar - TBL gy
To p p
Nun ist dy ein vollstindige Differential und man kann einen be-
liebigen Integrationsweg wiahlen. Es ist deswegen sinnvoll den Weg P
in der rechts stehenden Abbildung zu wihlen. Man erhélt dann nach p ‘
einiger Rechnung: 2 (dT=0)
1 (dp=0)
T 5/2 Po ) Ps
= po—kgT - In — —+ | =—S50) k(T —Tp) > T
o) » 2 T, T

(5.6.9)

(© 2004-2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)

—40-


http://www.jkrieger.de/
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Definition 6.1 (Thermodynamisches Potential) Ein thermodynamisches Potential ist eine Zustandsgrafle,
aus der sich alle anderen Zustandsgrofien ableiten lassen. Ist ein solchen Potential bekannt, so kennt man also
das gesamte Gleichgewichtsverhalten des Systems.

6.1. Innere Unergie U(S,V, N)
Aus dem ersten Hauptsatz erhilt man:
dU =TdS —pdV + pdN

Andererseits gilt auch:
ou ou ou

dU = — dS+ — dV + — dN
a5 T av ¢ T aN
Vergleicht man diese Ausdriicke, so sieht man, dass U die Erzeugende der Zustandsfunktionen p, T', i ist:
ou ou ou
T2 = _—= = 6.1.1
os P~ ov M7 owN 1D
Aus den zweiten Ableitungen von U kann man dann noch die sog. Response-Funktionen berechnen:
=T
2 -1 -1 -1
PU _ o foUY _or _[05] _ 1 0Q]"_[ow
082 9S\as) oS |oT| sq@=ras |T oT| | 0T
Man erhilt also insgesamt:
U
7. 6.1.2
=7 53], o1
Wie oben kann man nun die néchste zweite Ableitung behandeln:
PUl - _ ool __op|  _ 1
Es ergibt sich also die isentrope Kompressiblitit:
1 (o)™
== |== 6.1.3
Y [8‘/2] SN (1)

Man kann sich nun noch Gedanken dariiber machen, wann dU ein totales Differential ist. Nach Abschnitt 3.4
muss dafiir die Vertauschbarkeit der Differentiationen gegeben sein. Dies fiihrt auf einfache Integrabilitétskri-
terien, die sog. Maxwell-Relationen:

U _oT « U __op
avos — oV~ 0Sov S
U oT | U dp

ONOS ~ ON _ 9SON _ 98

41
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Es gibt natiirlich noch mehr Maxwell-Relationen und man kann sie je nach Bedarf berechnen. Hier die zwei
bisher berechneten:

or  op or  ou

v S ON S
Es zeigt sich also, dass die innere Energie ein thermodynamisches Potential ist. Die innere Energie wird in
Abhingigkeit von der Entropie S, dem Volumen V' und der Teilchenzahl N gegeben. Entropie und Teilchen-
zahl lassen sich experimentell gut einstellen. Dies gilt nicht fiir die Entropie, wohl aber fiir die Temperatur
T = % Dies bedeutet, das man mit Hilfe von Legendre-Transformationen (siehe Abschnitt 3.6) neue thermo-
dynamische Potentiale konstruieren kann, die von anderen Variablen abhidngen. Diese werden in den folgenden
Abschnitten aufgefiihrt.

(6.1.4)

6.2. Freie Energie I'(T,V, N)

Definition 6.2 (Innere Energie)

F(T,V,N)=U—-T-S = uN —pV 6.2.1)
AdF =dU —T dS — SdT = —S dT — pdV + u dN (6.2.2)

Daraus ergibt sich noch:

OF OF _OF

°= o1 P="5v H=oN

6.2.3)

Damit beschreibt die freie Energie ein System, das mit einem Wdrmebad gekoppelt, das die Temperatur auf T
konstant halt.

6.3. Enthalpie H(S,p, N)

Definition 6.3 (Enthalpie)

H(S,p,N)=U+p-V=T-S+pu-N 6.3.1)
dH =dU +pdV 4+ Vdp=TdS+V dp+ pu dN 6.3.2)

Daraus ergibt sich noch:

_0H

oH _OH _9H
~ 95

T = = _ 7
ap H= 8N

4 (6.3.3)

Damit beschreibt die Enthalpie ein System mit konstanten Druck p. Sie wird verwendet um z.B. chemische
Reaktionen zu beschreiben, die iiblicherweise bei p = const ablaufen.

6.4. Gibbs’sche/Freie Enthalpie G(7',p, N)

Definition 6.4 (Gibbs’sche Enthalpie/Freie Enthalpie)

GT,p,N)y=H-T-S=U+p-V-T-8 6.4.1)
AdG=dU+pdV+Vdp—-TdS—SdT = —-SdT +V dp+ p dN (6.4.2)

Daraus ergibt sich noch:

oG oG oG
a7 v — (6.4.3)

5= ~p "= N

Damit beschreibt die Enthalpie isotherme und gleichzeitig isobare Systeme.
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6.5. Gleichgewichtsbedingungen

Man kann nun fiir verschiedene Systeme, die oft auftreten Gleichgewichtsbedingungen aufstellen:

6.5.1. Isoliertes System
In einem isolierten System gilt Q) = 0 = §Qrev + 0 Qirrev. Wie bereits gesagt wurde, gilt:
Die Entropie in einem isolierten System nimmt im Gleichgewicht ihr Maximum an.
Man betrachte nun folgendes System:

thermischer Kontakt,
verschiebbare Wand,
durchléssig fur Teilchen

Abb. 6.1.: Isoliertes System, bestehend aus zwei Teilsystemen, die im thermischen und mechanischen Kontakt ste-
hen. In beiden Teilsystemen befindet sich das selbe Gas.

Da das System isoliert ist, gilt fiir das Gesamtsystem: dU = 0,dV = 0, dN = 0. AuBlerdem gilt:

U =U; + Uy = const = dU; = —dUsy
V =Vi + V5 = const = dV; = —-dV,
N = N; + Ny = const = dN; = —dN,
Damit erhilt man fiir die Entropie (S = S1 + So, Entropie ist extensiv):
051 051 051 0S5 0S5 0S5,
0=dS =d51 +dS; = 8U1 dU; + 8V dVi + GN dNy + — a0, dUs + — av, dVp + —— ONy dNy
051 05 051 059 051 059
=l 5] d = — = | dV — ——— | dN; =
<8U1 8U2> Ur+ (avl av2> L <8N1 aNQ) !

1 1 M1
_(L_1 P P2 He k2 g, £
(Tl T2> dU1+<T1 P2> dV1+<T1 T2>d r=0

Die Klammern miissen unabhingig voneinander 0 werden, sodass man die folgenden Gleichgewichtsbedingun-

gen erhilt:

’T1=T2, D1 = P2, M1=M2‘

In einem isolierten System herrscht also im Gleichgewicht iiberall gleiche Temperatur, gleicher Druck
und gleiches chemisches Potential.

6.5.2. Geschlossenes System im Warmebad, ohne Arbeitsaustausch
Nun gilt dNV = 0 (geschlossen), dT" = 0 (Wéarmebad) und dV = p = 0 (kein Arbeitsaustausch). Es gilt

weiter:
dTS)=8dT+TdS = dU-TdS=d(U —TS)=dF
——

=0
Im Gleichgewicht nimmt die Entropie ein Maximum an, also gilt dS > 0 wihrend sich das System dem

Gleichgewicht néhert. Nach der Grundrelation der Thermodynamik (5.4.8) gilt 7' dS > dU — 0W —u dN.
=0 =0

Damit gilt also dU < T d.S. Damit gilt aber schlussendlich:
dF =dU -TdS <0

Die freie Energie fillt also, bis dF' = 0 (Gleichgewicht) erreicht ist. und es gilt:
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6. Thermodynamische Potentiale

Die freie Energie nimmt im Gleichgewicht ihr Minimum an. Wie oben erhilt man, dass im
Gleichgewicht in dem beschriebenen System iiberall gleicher Druck und gleiches chemisches Potential
herrschen.

6.5.3. Geschlossenes System im Warmebad bei konstantem Druck

Hier gilt dT" = 0 (Wirmebad), dV = 0 (geschlossen), dp = 0 (p = const). Aus der Grundrelation (5.4.8)
erhélt man dann:

T dS = A(TS) > AU — 6W — §E, = dU +pdV = dU +d(pV) = d(U +pV)
=0
= dU +pV —TS) =dG <0

Die freie Enthalpie fillt also, bis sie ihr Minimum erreicht hat:

Die freie Enthalpie nimmt im Gleichgewicht ihr Minimum an. Wie oben erhilt man, dass im
Gleichgewicht in dem beschriebenen System iiberall gleiches chemisches Potential herrschen.
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7. Phasenubergange

7.1. Gibbs’sche Phasenregel

Ein System setzt sich aus K Komponenten zusammen, die in insgesamt P unterschiedlichen Phasen (fest,
fliissig, Gas ...) vorliegen. Der 1. Hauptsatz gilt dann fiir jede Phase einzeln:

K
AU = 7Oq5® — pay® 37 pant (7.1.1)
k=1

Befindet sich das System im Gleichgewicht, so erhélt man die folgenden Bedingungen:

W =7 = =7") thermisches Gleichgewicht, P — 1 Gleichungen (7.1.2)
p(l) = p(2) =..= p(P ) mechanisches Gleichgewicht, P — 1 Gleichungen (7.1.3)
plV = p® = = puP) k=1.K  chemisches Gleichgewicht, K - (P — 1) Gleichungen (7.1.4)

Dabei erhilt man aus (7.1.1) gerade P Gleichungen, in P - (K + 2) unabhéngigen Variablen. (7.1.2) bis (7.1.4)
entsprechen (P — 1) - (K + 2) Gleichungen. Zusitzlich benétigt man P extensive Variablen V() um die
Volumina/Ausdehnungen der Phasen festzulegen. Es bleiben also noch P+ (K 4+2) — (K +2)(P—1)— P =
K + 2 — P unabhingige intensive Variablen librig. Man fasst zusammen:

Satz 7.1 (Gibbs’sche Phasenregel) Ein System aus K Komponenten, die in P Phasen vorliegen hat genau
F = K + 2 — P Freiheitsgrade (unabhdngige Variablen).

Sind zusdtzlich noch R chemische Reaktionen mit Ratengleichungen der Form AN 4, = o - AN moglich, so
gitF=K+2—-P—R.

Beispiele:

1. Topf mit Wasserdampf: P=K =1 = F =2
Es gibt also zwei Freiheitsgrade, die in diesem Fall Druck p und Temperatur 7" sind.

2. Topf mit Wasser und Wasserdampf: P =2, K =1 = F =1
Es gibt also nur noch einen Freiheitsgrad, der die Temperatur ist, weil der Dampfdruck den Druck in der
Dampfphase konstant hilt.

3. Topf mit Wasser und Wasserdampfund Eis: P =3, K =1 = F =0
Das Wasser hat hier iiberhaupt keine Freiheitsgrade und befindet sich am Tripelpunkt.

45



7. Phaseniiberginge

7.2. Dampfdruck-Kurve (Clausius-Clapeyron-Gleichung)

Man betrachtet ein System aus Gas- und Fliissigkeitsphase im Gleichge-
wicht (siche Abb. 7.1). In diesem System gelten die Gleichgewichtsbedin- Gas .
gungen ' =Ty =Ty, p = pg = pg und g = pig. Nach der Gibbs-Duhem- -
Relation (5.4.13) sind diese drei nicht unabhingig. Aus dug = dy, erhilt 1 - - .
man dann mit (5.4.13): Rltissigkeit

S Vi S V,
dug = —Fﬂ dT+ﬁﬂ dp =~ 32 dT + = dp = dpg
fl fl g g Abb. 7.1.: zur Clausius-

. . . . Cl -Gleich
Man definiert nun die Grofien s = S/N Entropie pro Teilchen und v = ApEYTOn-LieIchung

V/N Volumen pro Teilchen (Eigenvolumen) und erhilt damit:
dp- (va —vg) =dT - (sg — sg)

Nun kann man noch die pro Teilchen zum Verdampfen nétige Wirme (Austrittsarbeit) AQf =T (s —5g)
einfiihren und erhélt:

Satz 7.2 (Clausius-Clapeyron-Gleichung)

dﬁ _ S Sg AQJ/‘lﬂg

= = 7.2.1
dT' vg—wv, T -(vg—vy) ( )
Dampfdruck-Kurve: In einem idealen Gas gilt vy < vy und vy = % = %. Damit gilt dann aus (7.2.1):
dp  AQ L, AQp
AT T-(vq—vy)  kpT?
Dies kann man umformen und integrieren:
dp  AQh. AQq_,
£: Qﬂg.dl = lnﬁz— Qﬂg. l_i
P kg T2 Po kp T T
Daraus ergibt sich dann die Dampfdruck-Kurve fiir ideale Gase:
AQjq 11
T = paTh - _ —e = - = 7.2.2
p(T) = poTo eXp{ s (T To) (12.2)

Ein analoges Ergebnis erhiilt man, wenn man bei der Sublimation, also am Ubergang zwischen fFestkorper und
Gasphase die Niherung vg < v, macht.

7.3. Klassifizierung

Definition 7.1 (Klassifikation der Phaseniiberginge)

e 1. Ordnung: Es liegt eine Unstetigkeit in den ersten Ableitungen der freien Enthalpie G = F + pV vor.
So findet etwa beim Ubergang wegen S = — g—g ein Entropiesprung statt. Dabei wird die Umwandlungs-

wdrme AQ = T - AS bendtigt/frei (siehe z.B. Dampfdruckkurve in Abschnitt 7.2).

e 2. Ordnung: Die ersten Ableitungen sind stetig, dafiir liegt aber eine Unstetigkeit in den zweiten Ablei-
tungen, also den Response-Funktionen cp, KT, ... VOF.

e n. Ordnung: Eine Unstetigkeit liegt in der n-ten Ableitung der freien Enthalpie G vor.
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Teil IL.

Klassische Statistische Physik
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8. Grundlagen und Definitionen

8.1. Beschreibung von Problemen in der statistischen Mechanik

In der statistischen Mechanik werden typischerweise Systeme aus 10>% Teilchen betrachtet. Man kann zwar
u.U. Bewegungsgleichungen fiir all diese Teilchen aufstellen (vor Allem in einfachen Modellfillen), es ist aber
sicher nicht moglich alle Anfangszustinde fiir diese Teilchen anzugeben. Auch das simultane Losen dieser
(u.U. gekoppelten) Gleichungen ist sicher mit vertretbarem Aufwand nicht moglich. Darum geht man zu einer
statistische Betrachtung solcher Systeme iiber.

Definition 8.1 (Mikro- und Makrozustand) Zur Beschreibung eines Systems aus N > 1 Teilchen fiihrt man
folgende Begriffe ein:

o Mikrozustand: Er bezeichnet ganz exakt das System. Es handelt sich also um die vollstindige Wellen-
funktion |1)), oder um den vollstindigen Satz aller 3N Koordinaten q; und aller 3N Impulse p; der
Teilchen des Systems (T = (q, p)))-

e Makrozustand: Er charakterisiert das System durch einige (wenige) makroskopische Zustandsgrdfien,
wie etwa Energie E, Volumen V' oder Teilchenzahl N.

Man sieht also, dass es wohl relativ einfach ist, den Makrozustand eines Systems festzulegen, da dieser durch
(meist) direkt messbare GroBen definiert wird. Die Frage ist nun, wie man ein Modell tiber die Mikrozustinde
erhélt, die zu einem Makrozustand fithren. Da man bei realistischen Systemen nicht davon ausgehen kann, dass
sie perfekt von der Umwelt abgeschirmt sind, wird nicht ein einzelner Mikrozustand zu einem Makrozustand
fiihren, sondern es wird ein ganzes Ensemble von solchen Mikrozustidnden geben, die zum selben Makrozustand
fiihren. Man definiert also:

Definition 8.2 (statistisches Ensemble) Ein statistisches Ensemble oder eine statistische Gesamtheit ist die
Menge aller Mikrozustdnde eines Systems, die zu einem Makrozustand fiihren

Man sieht also, dass sich die Losung von Problemen nicht mehr als Trajektorien weniger Teilchen im dreidi-
mensionalen Raum beschreiben ldsst. Da man immer den gesamten Zustand beschreiben mochte (also Ort und
Impuls), geht man zu einer Beschreibung des Systeme im Phasenraum iiber.

Definition 8.3 (Phasenraum) Ein System bestehe aus N Teilchen. lhre Koordinaten seien mit q; und ihre
Impulse mit p; bezeichnet (i = 1, ...,3N). Das Tupel dieser 6N Variablen spannt den 6 N -dimensionalen Pha-
senraum oder T-Raum auf. Die Zahlen 3N und 6N gelten natiirlich nur, wenn man Probleme im R? betrachtet.

Jeder mogliche Mikrozustand (¢, ) = 7 ist ein Punkt in diesem hochdimensionalen Zustandsraum I". Jeder
mogliche Makrozustand beschreibt ein ganzes Gebiet in diesem Raum, da er mehrere Mikrozustidnde umfasst.
Damit kann man den Makrozustand auch durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte p(q, 7, t) iiber den Punkten
(¢,p) € T im Phasenraum charakterisieren. Die Angabe einer solchen Verteilung ist nicht nur ein Ausdruck
der Unkenntnis des Anfangszustandes, sondern spezifiziert auch das Ensemble der Mikrozustdnde, die wéihrend
der Messung an einem Makrozustand vom System durchlaufen werden konnen.

8.2. Zeit- und Scharmittel

Wie man gesehen hat lésst sich in der statistischen Physik zwar der Makrozustand eines Systems genau defi-
nieren, sein Mikrozustand ist aber i.A. unbekannt. Man kann deswegen nur auf im Mittel richtige Aussagen
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8. Grundlagen und Definitionen

hoffen. Deswegen werden Grofen meist als Mittelwert gemessen. Ein System im Gleichgewicht dndert sich
nicht mehr in der Zeit, sodass man den Mittelwert hier als Zeitmittel {iber die Beobachtungsdauer ¢y definiert:

to

1 o
<m%=m/A@mﬁ

0

In der statistischen Physik wiirde man eigentlich eine unendlich lange Beobachtungszeit benotigen, um giiltige
Aussagen zu erhalten. Man kann aber den eben definierten Mittelwert noch in eine andere Form bringen. Dazu
integriert man nicht iiber unendlich viele Beobachtungszeitpunkte, in denen das System jedem Mikrozustand
unendlich nahe kommt, sondern integriert iiber die Schar aller méglichen Mikrozusténde. Ein solches Mittel
nennt man Scharmittel:

A, = [/qnm (¢.p) dq dp’

Man postuliert nun, dass diese zwei unterschiedlichen Mittelwertbildungen dquivalent sind, sodass man eine
beliebige der beiden Auswihlen kann. Dies hat den Vorteil, dass man nicht iiber unendlich lange Zeiten inte-
grieren muss, dafiir muss man aber die Verteilungsfunktion p ermitteln, was in den folgenden Kapitel erfolgen
soll.

Dass dieses Vorgehen (Scharmittel=Zeitmittel) erlaubt ist, basiert auf der Quasiergoden-Hypothese von P.
und T. Ehrenfest:

Satz 8.1 (Quasiergoden-Hypothese) Die im Phasenraum an die H(q,p) = E-Hyperfliiche gebundene Tra-
Jjektorie kommt im Laufe der Zeit jedem Punkt dieser Hyperfiiiche beliebig nahe.

8.3. Liouville-Gleichung

Ein System in der statischen Mechanik wird iiblicherweise durch eine Hamilton-Funktion H = H (¢, p) be-
schrieben. Wie bereits erwihnt kann man das System nicht durch einen einzigen Punkt im Phasenraum be-
schreiben. Zur Zeit ¢ = 0 wird es durch eine Anfangsverteilung W (g, po) beschrieben. Die Aufgabe ist nun,
eine Bewegungsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte p(q, p, t) im Phasenraum zu finden. Dazu definiert
man zunéchst die Phasenraumgeschwindigkeit

7=7=(qp), (8.3.1)
fiir die man eine Stromdichte ; definieren kann:
j=p-7. (8.3.2)

Diese ist analog zur elektrischen Stromdichte, nur dass nicht Ladungen, sondern Phasenraumpunkte stromen.
Solche Phasenraumpunkte konnen nicht zerstort werden. D.h. die Phasenraumdichte ist eine Erhaltungsgrofie.
Mit diesem Wissen kann man (formal iiber den Gaul3’schen Satz) eine Erhaltungsgleichung fiir die Stromung
im Phasenraum aufstellen:

dp _0Op op .o
priirm + div = + div(p?d) =0 (8.3.3)

Diese Gleichung lisst sich weiter umformen. Dazu betrachtet man die Divergenz im Phasenraum:
N

L= NP o, o, .
mmmmngQmm+%wQ

Daraus erhilt man mit (8.3.3) dann:

Op Py Op\ . . 04 Op
Eerw 8+11[< > <8p,->p’+p8qi+p8pi
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Man kann die 1etzte Summe dieser Gleichung umformen. Setzt man hier die Hamilton’schen Bewegungsglei-
chungen p; = und g = dH e1n so erhilt man fiir die letzte Summe:

o4 opi| OH | _
Z[@q ] ”Z[aql Opi apz--aqi]_

i=1

Dies fiihrt auf die bekannte Liouville-Gleichung:

Satz 8.2 (Liouville-Gleichung)

N
dp Op dp .  Op
it~ ot +; <8qiq T op i) =Y (8.3.4)

Mit Hilfe der Sditze iiber Poisson-Klammern ldsst sich diese Gleichung nochmals umformen:

dp 8p

— = TinH}= (8.3.5)

Eine dritte Formulierung dieser Gleichung ist:
L4+ 5. Vp=0. (8.3.6)

Alle diese Gleichungen besagen, dass es sich bei der hier postulierten Stromung im Phasenraum um eine
inkompressible Stromung handelt.

Die Erhaltung der Phasenraumdichte kann noch etwas schirfer formuliert werden. Man erhélt dann:

Satz 8.3 (Satz von Liouville) FEin Gebiet Gy im Phasenraum, dessen Punkte bei t = 0 von Ensemble-
Systemen besetzt sind und das das Volument T'g aufweist. Die Ensemble-Punkte werden nun bis zur Zeit t
durch den Phasenraum propagiert und fiillen dann ein neues Gebiet Gy, mit i.A. Gy # Gy. Fiir das Volument
I'y dieses Gebietes gilt aber:

T, =T

p/\ G

G,

v
=

8.4. Thermodynamischer Grenzfall

Man wird sehen, dass im sog. thermodynamischen Grenzfall die Ergebnisse der statistischen Physik in diejeni-
gen der Thermodynamik iibergehen. Man definiert diesen fall als:

Definition 8.4 (Thermodynamischer Limes)

N — oo, V — o0, mitnzv<oo
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9. Mikrokanonisches Ensemble

9.1. Definition

Definition 9.1 (mikrokanonisches Ensemble) Ein mikrokanonisches Ensemble beschreibt ein isoliertes
System, bei dem Teilchenzahl N und Volumen V' konstant sind, sowie die Energie niherungsweise konstant
ist:

FE =~ const N = const V' = const.

Das System werde durch die Hamilton-Funktion H = H(q, p)

beschrieben. Die Energie des Systems liegt im Intervall [E, E+ ‘e ° .ot (V. N)
Al. Jeder Punkt in der Energieschale (grau in Abb. 9.1), die e . " e o °
durch . e * e " .,
ESH(q,p)SE—FA ° ° o ° °
im Phasenraum definiert wird, ist ein moglicher Mikrozustand p H(q,p)=E+A

des Systems. Alle anderen Punkte fiihren nicht zu einem er-
laubten Zustand des Systems, konnen also auch kein endli-
ches statistisches Gewicht haben. Die Uberlegung, dass kein
Punkt der Energieschale ausgezeichnet ist fithrt zum Postulat
der gleichen ,,a priori*“-Wahrcheinlichkeiten, dass besagt, dass
sich das System mit der gleichen Wahrscheinlichkeit an jedem Abb. 9.1.: Beispielsystem aus IV Teilchen im
Punkt der Energieschale befindet. Man definiert deswegen: Volumen V', sowie Bild im Phasenraum

q

Definition 9.2 (mikrokanonische Verteilungsfunktion)

9.1.1)

B {F{E) E<H(gp)<E+A
PMK =
0 sonst

Die zweite Gleichung in (9.1.1) liefert die Normierungskonstante Q( E). Quantenmechanisch definiert man den
mikrokanonischen Dichteoperator:

l . E<E<E+A
mx = > _|E)p(E)(Ei|, mit p(E;) = {F(EZ’) 9.1.2)

0 sonst

Fiir den Mittelwert einer Observablen f({,p) ergibt sich dann:

/ / pux - f(@,9) &*Ng a*p (9.1.3)

Die GroBe I'(E), das sog. Phasenvolumen normiert diese Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber die Bedingung

PMK 13N _ 13N
//F h3N N

Man definiert daher:

Definition 9.3 (Phasenvolumen)

dSN q—»dSNp
T(E) = // thN, : // —3NNT (9.1.4)

E<H(§p)<E+A H(§5)<E
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Der Faktor 1/N!in (9.1.1) rithrt von der quantenmechanischen Ununterscheidbarkeit der Teilchen her. Oh-
ne den Faktor 1/N! ergiben sich falsche Ergebnisse bei der Mischentropie zweier idealer Gase (Gibbs’sches
Paradoxon). Der Faktor 1/h3 macht die GroBe I'(E) einheitenlos. Dabei ist 2 das Planck’sche Wirkungsquan-
tum. Die zweite GroBe ¢(E) gibt das Phasenraumvolumen innerhalb der durch E definierten Energieschale an,
sodass gilt:

T(E) = o(E+ A) — ¢(E).

Im Grenzfall A — 0 einer unendlich scharfen Energieverteilung ergibt sich aus (9.1.1):

PMK = D(lE)é(E — H(g,p)) 9.1.5)

Man kann weiter die sogenannte Zustandsdichte definieren. Sie gibt die Anzahl der besetzbaren Zustidnde
des Systems bei einer bestimmten Energie an:

Definition 9.4 (Zustandsdichte)

_de(E) .1
D(E) = === = lim <T(E) 9.1.6)

Damit gilt fiir A < E ungefihr I'(F) = A - D(E) und man kann die Zustandsdichte auch als Oberfliche der
Energieschale im Phasenraum verstehen.

Nach dem Korespondenzprinzip wird in der Quantenmechanik die Integration durch die Spurbildung ersetzt,
sodass gilt:

E<En,<E+A E<En,<E+A
T(E)—Spur{ > \Em><Emy}— > oL (9.1.7)

In der Energiedarstellung (also Basis {|E;)}) erkennt man, dass im diskreten Fall I'(E') gerade der Anzahl der
Zustinde im Intervall [E, E 4+ A] entspricht.
Fiir den Grenzfall A — 0 erhalt man klassisch und quantenmechanisch:

pvk = 0(H — E) = |E)(E| (9.1.8)

In diesem Grenzfall gibt es also nur noch genau einen moglichen Zustand, ndmlich |E).

Man kann die Definition des Phasenvolumens noch et- \

was anders fassen. Dazu betrachtet man zunidchst Abb. 9.2 P
Man stellt nun die Phasenraumelemente dI' als Oberfld-
chenanteil dS und als senkrechten Anteil dk;| dar. Dabei
steht dk fiir den senkrechten Abstand der zwei Hyperfld-
chen, die den besetzten Teil des Phasenraumes abgrenzen.

Dann ist: >q

d3Ngd3Np  dk, dS

= "5avNT = 18V

Der Betrag des 6 N-dimensionalen Phasenraumgradienten VH der Hamiltonfunktion gibt die Anderung der

Energie entlang des senkrechten Abstandes der zwei Hyperflichen an, sodass man fiir die Energiedifferenz A

schreiben kann:

dk, H=E+A
dr
ds H=E

Abb. 9.2.: alternative Berechnung von I'(E)

A= |VH| dk,.
Damit erhilt man fiir das Phasenraumelement dI:
dS
A=A ——————
[VH| - h3N NV
sodass man insgesamt folgende Darstellung erhilt:
A ds 1 dsS
I'E)~ —— - — D(FE) = —/— - — 9.1.9
(E) ~ an N / VH] (B) = 35w an / VH]| ©.1.9)
H=F H=FE

Dabei wird also das Volumenintegral durch ein Oberflichenintegral ersetzt.
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Beispiel: Klassischer Harmonischer Oszillator (Nolting 6, Aufgabe 1.2.4): Die Hamilton-Funktion eines
Systems sei durch die folgende bekannte Form gegeben (1-dimensional):

p2 1 2 2
H(q,p):%—kgmw q-.

Um die Dichteverteilung und das Phasenraumvolumen zu bestimmen, muss man zunichst die Phasenraumtra-
jektorien bestimmen. Dazu betrachtet man deren Bestimmungsgleichung H (¢, p) = F und formt um:

2

p 1 2 2
£ oL — E
o + 2mw q
2 2
p q
= =1
2mE 2B
mw
Dies ist die Bestimmungsgleichung einer Ellipse mit den Halbachsen py = v2mFE und g9 = 7252 Die

Fliche dieser Ellipse ergibt sich zu mgopo. Um die normierte Dichtefunktion zu berechnen benétigt man I'(E),
dassichals T'(E) = ¢(E 4+ A) — ¢(F) berechnen lisst. Es bleibt also:

1
o(F) = NN / / d?’Nq d3Np = Flédche der Phasenraumellipse =

H(¢p)<E

TPoqo TPoqo T | 2K T 2nE FE
= = = — _ m = - =
ANN! N=1 h hV mw? hw hw

Daraus erhilt man sofort I'(E) = £ und damit

) ;=& E<H@gp <E+A
0 sonst

9.2. Entropie

Fiir eine beliebige, vorgegebene Dichtematrix p ist die Entropie definiert, als

Definition 9.5 (statistische Entropie)

S = —kp - Spur{p-logp} = —kp (log p) (9.2.1)

Diese Formel wird durch die informationstheoretische Entropie aus 2.1 (und dort (2.1.5)) motiviert. Dies kann
man einsehen, wenn man sie als Maf3 fiir die Unsicherheit der Information iiber ein System auffasst. Die Nach-
richt, die in 2.1 betrachtet wurde kann man dann als Folge von Fragen auffassen, die man stellen muss, um das
System zu bestimmen. Je mehr Fragen man benétigt, desto weniger Information hatte man Anfangs iiber das
System. Die Spur-Bildung entspricht dann der Summation iiber alle Frage. Es wird sozusagen jeder Zustand
abgefragt. Der zweite Teil dieser Definition ergibt sich als direkte Folge der Eigenschaften der Dichtematrix
(siehe Abschnitt 2.3). Ihn kann man nun auch verstehen: Die Entropie wurde in 2.1 als mittlere Information
eingefiihrt und die Mittelwertbildung berechnet nichts anderes, als dieses Mittel des Informationsmales log p.
Mit der Boltzmann-Konstante
kp = 1.3805- 10" J/K

erhilt die Entropie eine Einheit, die das Einfiihren einer statistischen Temperatur erlaubt, die auf der selben
Skala, wie die bekannte thermodynamische Temperatur gemessen wird (Kelvin-Skala).

Als Beispiel kann man ein System mit M Zustéinden |m) betrachten, deren Wahrscheinlichkeit p,,, ist. Man
erhélt dann fiir die Entropie:

M M
S = —kSpur{plogp} = —k Z (m|plog plm) = —k - Z Dm 10g Py
m=1 m=1
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Die Berechnung der Spur in dieser Formel nimmt man in der Diagonalbasis von p vor, mitder p = > |m)py, (m|
m

gilt und verwendet statt log p die Reihenentwicklung logy = ) log(l4+2) =5 # Im Falle gleich wahr-
r=y— &

scheinlicher Zustinde ergibt sich p; = 1/M und daraus S = klog M. Damit ist die Entropie eines reinen

Zustandes (M = 1) gerade S = 0.

Fiir das mikrokanonische Ensemble erhilt man:

~ . . 1
Swmk(E,V,N) = —kp Spur{pwmxk log pmx } = —kp Spur {PMK log Tn(B.V)

E,V)} = kB IOgFN(E,V)

Die Auswertung der Spur erfolgt wieder in der Diagonalbasis und fiir den letzten Schritt wurde die Definition
der Dichtematrix pyk aus (9.1.2) verwendet. Man erhélt also:

Korollar 9.1 (Entropie im mikrokanonischen Ensemble)
Suk(E,V,N) =kp-InT'n(E,V) 9.2.2)

Damit kann man die Entropie als ein Map3 fiir das zugdngliche Phasenraumvolumen des Systems interpretieren.
Zusdtzlich kann man beweisen, dass fiir makroskopische Systeme auch die folgenden Beiden Darstellungen
korrekt sind:

Suk(E,V,N) =k -InoyN(E,V)=kp-InDyN(E,V) (9.2.3)

Die Entropie kann also auch iiber das eingeschlossene Phasenraumvolumen und iiber die Zustandsdichte be-
stimmt werden.

thelrmischer Kontakt

e *, cAfF., ° B
Isolierung

Abb. 9.3.: Zum Beweis der Eigenschaften der Entropie: zwei Systeme im thermischen Kontakt

Die Frage ist nun, ob diese aus der Informationstheorie abgeleitete Entropie derjenigen aus de Thermodyna-
mik entspricht. Dazu werden nun die grundlegenden Eigenschaften der Entropie untersucht:

1. Additivitit/Extensivitit der Entropie: Also soll fiir zwei Teilsysteme A und B gelten:
Sa+B =S4+ SB 9.2.4)

Zum Beweis dieser Eigenschaft betrachtet man zwei Teilsysteme A und B, die die Phasenraumvolumen
I'4,T'p einnehmen (siehe Abb. 9.3). Diese lassen sich natiirlich auch als Anzahl der erlaubten Zustinde
interpretieren. Die Systeme werden durch die Tupel (£ /2, Ny /2, V) /2) beschrieben. Es gilt zwei Mog-
lichkeiten zu unterscheiden:

e Sind diese Beiden Systeme vollkommen unabhingig, so ergibt sich das Phasenvolumen des Ge-
samtsystems zu 'y, g = I'4 - I'p. Dies ist im Bild der Zustandszahl direkt plausibel, weil jeder
Zustand des Systems A mit jedem Zustand des Systems B kombiniert werden kann. Damit ist
aufgrund der Grundeigenschaften des Logarithmus die Additivitit der Entropie erfiillt.

o Als zweite Moglichkeit kann noch ein thermischer Kontakt zwischen den Systemen bestehen, sie
konnen also Energie austauschen. Man kann damit die Einzelabschidtzungen der Energie nicht mehr
aufrechterhalten:

Eqs<Hp<Es+ Ay, Ep <Hp < Ep+Ap

(© 2004-2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)


http://www.jkrieger.de/

9. Mikrokanonisches Ensemble

Man kann aber durchaus die folgende schwichere Abschitzung erfiillen:
EFE=FE,+FEg<H=Hjs+Hgp<FE+A, A=A, 4+Ap

Man kann also die Energie auf beliebige Weise zwischen den Systemen aufteilen. Angenommen
man indiziert diese Aufteilungen mit m so, dass £4 = E,, und Ep = F — E,, gilt, so erhélt man
fiir das Volumen des Phasenraums:

Tarp =Y Ta(Bm) Tp(E—Ep)

Angenommen es gibt ng solcher Aufteilungen der Energie, so kann man sicher einen Summanden
I'a(Ey,) - T'p(E — E),) finden, mit dem man die Summe abschitzen kann:

T4(Em) Tp(E — Ep) <Tayp(E) < ngla(En) Tp(E — En)
Damit ergibt sich fiir die Entropie:

SA(Em)+Sg(E—En) < Sarp = kpInTarp(E) < —kglnng—kgInT4(Ey) —kgInT(E — E,,)

~~

=S4 (Em) =Sp(E—Em)

Da sich im Teilsystem A etwa N4 Teilchen befinden ist die Anzahl der erlaubten Zustinde von der
Ordnung N 4!. Damit gilt mit der Stirlingschen Formel:

InT'y ~ Ny, InT'gp ~ Np
Ist also mindestens eine der beiden Anzahlen makroskopisch, so kann man Inng (mit ng < N)
gegen diese Terme vernachlidssigen und aus der obigen Abschitzung folgt wieder die Additivitét

der Entropie (bis auf Terme logarithmischer Ordnung in V).

2. Zweiter Hauptsatz: Zu zeigen ist also, dass bei allen in einem isolierten System ablaufenden Prozessen
die Entropie nicht abnimmt, also soll gelten:

AS >0

Mit den Aussagen aus Punkt 1 l&sst sich dies recht leicht zeigen. Man startet im Anfangszustand, in dem
die Systeme A und B isoliert sind. Fiir diesen ergibt sich das Phasenraumvolumen zu:

isoliert
riliet — Ty T

Nun bringt man die zwei Systeme zusammen, sodass ein thermischer Kontakt besteht. Nun gilt fiir das

Phasenvolumen:
rKomakt — ZFA TB(E—En)=Tarp+ Y Ta(Bm) -Tp(E— Ey) > TP

Epm#0

Der Anfangszustand wird also durch einen bestimmten Summanden dargestellt (£y = 0). Damit steigt
aber das Phasenvolumen und mithin auch die Entropie. Da alle moglichen Prozesse abgedeckt wurden
kann der zweite Hauptsatz als bewiesen angesehen werden.

Zum Schluss soll noch eine wichtige Eigenschaft der Entropie bewiesen werden:

Satz 9.1 (Maximaliéit der Entropie) Die Entropie eins abgeschlossenen Systems im Gleichgewicht ist maxi-
mal.
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Beweis: Zu Beweis dieses Satzes betrachtet man zwei Dichteoperatoren:

p=>_Inpalnl, =" |n)pl(n| mit p#p
n n/

Weiter nimmt man an, dass die Vektoren {|n)} und {|n/)} den selben Hilbertraum aufspannen und dort also
zwei (i.A. unterschiedliche) Basen bilden. Nun fiihrt man die sog. Boltzmann’sche H-Funktion ein und zeigt
fur sie die wichtige Eigenschaft H < 0:

H = Spur[p/(Inp — Inp']. (9.2.5)

Dazu formt man (9.2.5) durch einfithren von , trivialen Einsen“ (3~ [n)(n| =1 =", [n/)(n/]) um:

H = Spur[p/(Inp—Inp] =
= > Py [0 mpln’) — (0| f|n)] =

= > by (') (nf 1 pln) (nfn’) — (lnpl,) (n'|n')] =

= > v [(0n)(Inpa)(nln') — (np,)(n'[n')] =

n,n’
2 2 p
= Zp;,“n/‘n)‘ [lnpn—lnp;l,] :Zp;z"‘m/‘”ﬂ ,1n< /n>
n,n’ n,n’ Dy
Nun kann man die einfache Ungleichung In < z — 1 nutzen, die 3

x-1

N

in der Abbildung rechts dargestellt ist und erhilt weiter:

2 P (l) _—Inx
H = Zp;l,}<n/|n>’ -ln( ,”> < _1{f1 15 2 25 3
! pn/
n,n ,
2 D
< D P [ )] < p,n - 1> = Abb. 9.4.: Ungleichung In(z) < z—1
n,n n’

= Z ‘(n’]n>|2 . (pn_p;l,) — Spur(,@—ﬁ’) —0

Setzt man nun fiir p die mikrokanonische Verteilung p,, = ﬁ ein,
so ergibt sich daraus:

H = Zp;l/ . ‘(n']n>}2 [—~InT(E,) —Inp),| =
= —InT(E,) - Zpil, : ‘(n'|n>}2 — Zp;l, Inpl, Z ‘(n’|n>|2 =
— _i + i/ <0
S——kpD(E) kg kg —
= S>9

Damit ist also die Entropie des mikrokanonischen Ensembles im Gleichgewicht gro3er oder gleich der Entropie
jedes beliebigen anderen Ensembles. Die Entropie des mikrokanonischen Ensembles hat also die maximale
Entropie. Umgekehrt ist das mikrokanonische Ensemble eines abgeschlossenen Systems also dasjenige, mit
der gréBten Entropie und kann dadurch definiert werden.

(© 2004-2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)


http://www.jkrieger.de/

9. Mikrokanonisches Ensemble

9.3. Temperatur und Thermisches Gleichgewicht

In der Thermodynamik gilt, dass die Temperatur in einem System im thermischen Gleichgewicht iiberall gleich
ist. In der statistischen Physik definiert man das thermische Gleichgewicht anders. Uber die thermodynamische
Definition ldsst sich die Temperatur in die Statistik einfithren. Zunéchst die Definition

Definition 9.6 (Thermisches Gleichgewicht) Zwei in Kontakt stehende Systeme A und B befinden sich im
thermischen Gleichgewicht, wenn das aus ihnen zusammengesetzte isolierte Ubersystem in seiner wahrschein-
lichsten Konfiguration ist.

Es stellt sich nun die Frage, wie man diese wahrscheinlichste Konfiguration bestimmt. Sie ist sicher diejenige,
die das grofte Volumen im Phasenraum einnimmt. Damit muss also der Term I'4(E4,V4) - I'p(EpB, Vp)
maximal werden. Dieser berechnet nimlich das Phasenvolumen bei einer beliebigen Aufteilung der Energie
auf die zwei Systeme. Es muss also inbesondere auch die Energieableitung verschwinden:

! ol 4 ol'p
0=d(T'4yI'p) = —T'gdE ——T'2dE
(CalB) 0E, P A+8EB AdEp
Nun wird durch I' 4" g dividiert. Danach nutzt man 81%];(93) = %%:
11 9y 1 o' OlnT 4 OlnTp
0= —— ———dEgp = ———dE dE
TadEs VAT TaoB, VBT B, AT oE, 0P

Der Term In I" ist proportional zur Entropie im mikrokanonischen Ensemble. AuB3erdem gilt aufgrund der Iso-
lierung des Ubersystems dE4 = —dEp. Damit gilt dann:
OlnTly OlnTlp

dE 4 =
O0F 4 A 0Fp

dEg

Nun lésst sich dann die stochastische Temperatur definieren:

Definition 9.7 (Temperatur)
T OF vy In(EV) OF VN o
Weiter setzt man die reziproke Temperatur (3 als:
3= 1 9.3.2)
= TaT 3.

9.4. Chemisches Potential

Nun erweitert man das Modellsystem aus den vorherigen Abschnitten um einen Kontakt, bei dem Teilchen
ausgetauscht werden konnen. Die Abb. 9.5 zeigt die Situation.

thermischer Kontakt,

Telilchenaustausch
Isolierung

Abb. 9.5.: zwei thermisch gekoppelte Systeme mit Teilchenaustausch
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Nun gilt neben dem Energieaustausch d£4 = —dFEp auch der Teilchenaustausch dNy = —dNp. Man
kann dann die selbe Rechnung, wie vorher durchfithren und bestimmt zunéchst das Phasenraumvolumen des
Ubersystems:

Tarp= Y Tn,(Ea,Va) -Tny(Ep Vs), mit Np=N-Ny
Na,Ea
Hier wird nun nicht mehr nur iiber alle Moglichkeiten die Energie zu verteilen summiert, sondern auch iiber
alle Moglichkeiten die Teilchen zu verteilen. Analog zum Vorgehen bei der Definition der Temperatur kann
man nun wieder das thermische Gleichgewicht fordern. Man mochte also wieder den maximalen Term I' 4I'p
bestimmen. Diesmal ist aber nicht nur die Ableitung nach der Energie, sondern auch nach der Teilchenzahl N
zu beachten. Man erhilt:

! or or or or
0=d(sT'g) = <an dE A + ﬁ dNA> T'p+ <6E§ dEp + ﬁ dNB) T4

Nun kann man wieder nach der Energie und nach der Teilchenzahl gruppieren, durch I'4I" 5 dividieren und die

Definition der Entropie einsetzen. Beachtet man zusitzlich dE4 = —dFEg und dN4 = —dNp, so gilt:
! oS A oS B oS A oS B
0=|——-——] dE —— — —— | dN
<8EA 8EB> At <8NA aNg ) A

Die beiden Summanden miissen unabhiingig voneinander null werden (weil £ 4 und £’ unabhéngig sind). Fiir
den ersten Summanden ist dies mit der Konstanz der Temperatur gewihrleistet. Mit dem selben Ansatz kann

man auch den zweiten Summanden O setzen. Dazu definiert wie in der Thermodynamik man schlieBlich:
Definition 9.8 (chemisches Potential)

-1
S ol'n o'y
—_7T. = = — [ == 0 —= 4.1
H <8N)E,V obige Rechnung < ON >E,V < oF )E,V] (9 )

Aus der gerade durchgefiihrten Rechnung erhélt man zusammen mit dieser Definition den folgenden Satz:

Satz 9.2 (Gleichgewicht und chemisches Potential) In einem isolierten System herrscht im thermischen
Gleichgewicht iiberall das gleiche chemische Potential.

9.5. Druck

Die Definition des Druckes wird von der Mechanik vorgegeben:

Definition 9.9 (Druck) Ein System werde von der Hamiltonvunktion H = H(q, p; V') beschrieben, die neben
den dynamischen Variablen auch von einem dufseren Parameter (Volumen V') abhdngt. Dann ist:

OH
p:_<8v> (9.5.1)

Die Mittelung (- - -) erfolgt iiber die mikrokanonische Gesamtheit. Es list sich weiter zeigen, dass die folgende
Formulierung des Druckes zu (9.5.1) dquivalent ist:

8
p=T- <5V>E,N (9.5.2)

Um die Definition (9.5.1) zu verstehen betrachtet man Abb. 9.6. Wird das Volumen ausgedehnt, so muss der
Druck sinken (p %). Wird die Energie der Teilchen erhoht, so bewegen sie sich schneller und iibertragen
also einen groBeren Impuls auf die Wand. Dies bedeutet aber einen steigenden Druck (p o< Fkiy). Diese Beiden
Aussagen werden abewr gerade von (9.5.1) abgedeckt.

Definition 9.10 (adiabatische Zustandsinderung) Wird der Zustand eines Systems ausschlieflich iiber die
auferen Parameter gecindert, so nennt man ihn adiabatisch.
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Abb. 9.6.: zur mechanischen Definition des Druckes

9.6. Erster Hauptsatz

Nun kann man den ersten Hauptsatz der Thermodynamik ableiten. Dazu definiert man zuerst:

Definition 9.11 (quasistatische Zustandsianderung) Wird der Zustand eines Systems so langsam gedindert,
dass es sich in jedem Moment im thermischen Gleichgewicht befindet, so nennt man diese Anderung quasista-
tisch.

Nun betrachtet man ein System, das einen quasistatischen Ubergang ausfiihrt und dazu eine infinitesimale
Anderung erfihrt. Dadurch #ndert sich seine Entropie und es gilt:

08 08 oS
dsS = @dE + de + 8—Nd]\7

Nun nutzt man die Beziehungen aus den vorhgerigen Abschnitten (% =

St
Q|

I
E
S

|
S

1 p Iz
== ZdV — ZdN
dS = ZdE + ZdV — —d

Dies ist aber gerade der:

Satz 9.3 (Erster Hauptsatz) In einem isolierten System gilt:

TdS =dE+pdV — udN (9.6.1)

9.7. Der Weg ins Gleichgewicht

Man betrachte zwei Systeme A und B, zwischen denen ein thermi-

. . . . . ° ° A ° ° B
scher Kontakt besteht. Die Systeme seien einzeln durch die Hamilton- e, '. A ARSI “ .
Funktionen H 4 und Hp beschrieben. Das Gesamtsystem hat dann den : . K I I ° . °
. . L[] °
Hamiltonian .' .. . ° .. . . .

H=Hs+ Hp + Hyw.

Dabei ist Hyyw << H 4, Hp der Wechselwirkungsanteil, der die thermische Kopplung bewirkt. Wie oft in der
statistischen Mechanik ist sein Beitrag vernachlidssigbar gegeniiber den Beitrigen von H4 und Hp und kann
vernachléssigt werden. Man erhilt dann:

H~Hy+ Hp.

Sind die Systeme ungekoppelt, bzw. werden sie einzeln betrachtet, so bezeichnet I' 4 p(F) die Anzahl der
zugénglichen Zustinde des Systems, respektive das Phasenraumvolumen. D.h. die Wahrscheinlichkeit A bzw.
B mit der Energie E' vorzufinden steigt mit der Anzahl der moglichen Zustidnde:

Py p(E) xT'4B(E).

Das Gesamtsystem A + B ist isoliert und es gilt deswegen Fges = 4 + Ep und fiir die Wahrscheinlichkeit
A mit der Energie F anzutreffen (B hat dann die Energie Fyes — E) gilt:

P(E) = PA(E) - P3(E) x TA(E) - T p(Eqges — E).
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Ein System mit f Freiheitsgraden wird im f-dimensionalen Phasenraum beschrieben. Die moglichen Zu-
stinde fiir das System A oder B liegen dort auf einer Kugelschale, deren Radius mit E skaliert. Damit skaliert
das Volumen dieser Kugelschale (und mithin I') etwa mit E/. In typischen Systemen der statistischen Physik
ist f von der GroBenordnung 10%3. Somit steigt also I' 4 () sehr schnell mit E. Ebenso fillt I' 5 ( Eges — E) sehr
schnell mit £. Damit hat aber die oben eingefiihrte Wahrscheinlichkeit P(E) ein sehr scharfes Maximum bei
ihrer wahrscheinlichsten Energie E.Ist das System also ersteinmal in einem Zustand mit der Energie E, so wird
es sehr lange (praktisch [!] fiir immer) dort verbleiben. Dieser Zustand entspricht dann dem Gleichgewichts-
zustand des thermischen Gleichgewichtes und man spricht von einem irreversiblen Ubergang ins thermische
Gleichgewicht. Die Quasiergodenhypothese sichert, dass das System den Zustand E irgendwann auch erreicht,
auch wenn dieses sehr lange (evtl. unendlich lange) dauern kann. Die typische Zeit, die verstreicht bis sich
das in einem beliebigen Anfangszustand priparierte System im thermischen Gleichgewicht befindet wird Re-
laxationszeit genannt. Wihrend der Relaxationszeit wird zwischen den Systemen A und B stindig Energie
ausgetauscht.

Als letztes bleibt nur noch die Berechnung der wahrscheinlichsten Energie E. Dazu nutzt man die folgende
Extremaleingenschaft aus:

OP(E)
oF

Aquivalent dazu ist die Bestimmung des Extremums des Logarithmuses von P(E):

E

8(In P(E))

OF =0

E

DaP=C Ty -I'g, C = constgilt folgt:

O(InP(E))  9(InC+InT4(E) +InTp(Bes — E))  9InTa(E) 0lnTp(E)
oE OFE - 0FE OFE

Mit der Definition der Entropie S o InI'(E) fiir das mikrokanonische Ensemble entspricht dies gerade der

Aussage, das im thermischen Gleichgewicht iiberall die gleiche Temperatur 1" = (g—g) - gilt. Dies zeigt auch

nochmals die Eigenschaft der Entropie ein MaB fiir die Grofe des zugédnglichen Phasenraumes zu sein.

9.8. Beispiel: Ideales Gas

=0.

In diesem Abschnitt soll als Beispiel ein klassisches ideales Gas be-

trachtet werden. Es bestehe aus NV Teilchen, die nicht miteinander wech- / Vo °

selwirken und im Volumen V = L2 eingeschlossen sind. Zuerst muss = °

man die Hamilton-Funktion des Systems aufstellen. Dazu fiihrt man ein ° . of°° o L
Wandpotential ein: ° °© o °

° (o] ° (o]
o 0 il <L Wi ° ° o ®
V(ZL') = ’ Z‘ - 2 ©
o0 sonst

Abb. 9.7.: Ideales Gas im Volu-

Damit ist dann die Hamilton-Funktion des Systems gegeben als: men I — L?

D
N . N b; . o
H(qlw'aqj\f;ph"'apN): 27%+V(CI177PN)
i

Daraus kann man nun das Phasenraumvolumen mit (9.1.4) berechnen:

d3Nq d3N AN
(p(E,V) = // h3NN! hSNNl //d

H<E H<E

Dabei konnte die Raumintegration mit dem einfache Potential V' (Z) leicht ausgefiihrt werden. Sie ergibt einfach
das Volumen fiir jedes Teilchen, also insgesamt V. Die Bedingung H < E lisst sich etwas umformulieren,
da H nur von den Impulsquadraten abhingt:

H<E = \/pi+..+pjy <V2mE
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Diese Bedingung selektiert alle moglichen Kombinationen der Teilchenimpulse (Geschwindigkeiten), die mit
der Gesamtenergie vereinbar sind. Da das Wandpotential im inneren von V' verschwindet, hat es auch keinen
Beitrag zu E und es gilt £ = Ejj,. Die obige Bedingung bedeutet, dass sich die Teilchen im Impulsraum inner-
halb einer 3 N-dimensionalen Kugel mit dem Volumen R = +/2mFE befinden. Das obige Phasenraumintegral
liefert nichts anderes, als das Volumen dieser Kugel, das sich mit (3.3.2) ergibt:

vy (27rmE)3N/2

3N
(E V) h3NN' //d h3NN' (ﬂ);
H<E 27

Dabei wurde angenommen, das 3NV gerade ist (da sonst die Fakultiten nicht definiert sind). Ist dies nicht erfiillt,
so gilt es zu bedenken, dass man durch hinzufiigen eines Teilchens bei N = 10?3 keine Anderung der Physik
erreicht.

Entropie: Die Entropie spielt im Mikrokanonischen Ensemble eine wichtige Rolle. Darum soll diese als
nichstes berechnet werden. Dazu verwendet man S = kpln . Verwendet man die Stirling-Formel Inn! ~
n(lnn — 1), so ergibt sich:

S=kplny = kBln

VN (2nmE)3N/? B
RNNU (3N |

N
kpN In <:L/3> —kpInN! —kpln <32>' + kpN In(2rmE)*/? =

1% 3N 3N

= kpNln (h3 (27rmE)3/2> —kgN(InN —1) — kg=— [m <2 ) - 1} =
4 3N\*? 3

= kpNln <h3(27rmE)3/2) — kgN [lnN —1+1In <2> - 2]

Vereinfacht man die letzte Zeile weiter, so ergibt sich:

Satz 9.4 (Sackur-Tetrode-Gleichung)

Vv drmE e
Nh3 3N

S(E,V,N):NkB-{5+l

} 9.8.1)

Innere Energie U(S,V,N): Aus (9.8.1) kann man nun noch durch Auflésen die innere Energie U = F
berechnen. Man erhilt dabei:

302\ (N\*? 25 5

Gibbs’sches Paradoxon: An der eben ausgefiihrten Rechnung kann man auch einfach die Bedeutung und
Notwendigkeit des Faktors 1/N!, der in 9.1 fiir das Volumen einer Phasenraumzelle eingefiihrt wurde verstehen.
Ohne diesen Faktor wiirde man statt (9.8.1) folgende Gleichung erhalten

1. Diese erfiillt nicht die Homogenititsrelation S(AE, A\V,AN) = AS(E,V, N), die fiir die Entropie aus
der Thermodynamik bekannt ist.

\% <47rmE>3/2

3
S(E,V,N)_Nk:B-{ +ln |5 (5%

Es gibt nun zwei Probleme mit dieser Formel:

2. Sie liefert fatal falsche Ergebnisse bei folgendem Experiment. Man geht von zwei anfanglich getrennten
Gasen aus, die dann durchmischt werden (siehe Abb. 9.8). Die Frage ist nun, welche Entropiednderung
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Abb. 9.8.: Illustration zum Gibbs’schen Paradoxon

sich dabei ergibt. Zunichst geht man von unterschiedlichen Gasen aus. Dann gilt (mit E/N = 3kpgT/2
aus der Zustandsgleichung):

AS = Snachher* vorher:S(Tqul)WLS(Ta‘/aN?)*(S(TaV17N1)+S(TaV27N2)):
= :ﬂzhh“’ =oOvorher
Vi Vo
= k‘B[Nllnvl—l-NanVQ—(N11HV+NQIDV)]:k‘B N11DV+N2IHV

Fiihrt man jetzt das gleiche Experiment mit zwei gleichen Gasen durch, so kann man im Endzustand
nicht mehr sagen, welches Teilchen vorher links und welches rechts war und erhilt analog:

AS = Snachher_ Vorher:S(T7‘/7N)_(S(T7%7N1)+S(T7‘/27N2)):

=S nachher = Svorher

=kp NllnE—G—NanE

= kB[N11HV1+N21nV2—N1DV] v v

Dies ist aber das gleiche Ergebnis, wie fiir zwei unterschiedliche Gase. Dieses wiirde aber zu der Schluss-
folgerung fiihren, dass die Entropie als Zustandsgrofie von der Vorgeschichte abhéngt, da sie ja anders
wire, wenn man /N Gasteilchen ohne zu durchmischen in das Volumen V' gebracht hitte. Damit wé-
ren aber zwei nicht zu unterscheidende Zusténde (sie sind ja vollstindig durch p, V, T, N beschrieben)
trotzdem unterscheidbar, weil sich ihre Entropie unterscheidet. Somit ist ein Widerspruch konstruiert, der
Gibbs’sches Paradoxon genannt wird ubnd obige Formel fiir die Entropie ausschliet. Mit der Sackur-
Tetrode-Gleichung (9.8.1) ergibt sich dagegen die richtige Entropieéinderung AS = 0. Dies ist auch ein
sinnvolles Ergebnis, weil man beim Herausziehen der Trennwand in Abb. 9.8 (unten) keine Anderung
am System beobachte kann (Temperatur und Druck wurden in A und B als gleich angenommen!).

Zustandgleichungen: In Abschnitt 9.6 wurde der erste Hauptsatz aufgeschrieben:
AU =dE =TdS —pdV + pdN

Aus ihm erhélt man die Zustandsgleichungen des idealen Gases. Dazu betrachtet man Was passiert, wenn man
zwei der drei unabhingigen Variablen S, V, N der inneren Energie U konstant hilt:

1. dV = const,dN = const: Es gilt dann T" = %. Mit der inneren Energie (9.8.2) des idealen gases folgt

dann:
oU 2 3
T=— = ~U(S,V,N = E=—-NkpT 9.8.3
2. dS = const,dN = const:
oU 2 1 2 13
= - — =—-.-—-F = —-—=NkgT = V = NkpgT 9.8.4
P WVisy 3V E=3NkpT/23 V2 B P B ( )
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3. dS = const,dV = const:

oU 51 25
ol |g,, 3N 2Nk
5E  2E 5 V. (4rmE\*/?
= 2 Nkplo+ln|— [ -
3N~ 3NZg B{2+ N Nh3( 3N ) }
5E  5E 2E 1% 52
= —————In[.] = —kgT-In|—=(2 T
3N 3N 3N n ](9.8.3) kT In [Nh3( mmkpT) ]

und schlieBlich:

p=kgT-In (9.8.5)

N3 1 3/2
|4 (27kaBT>

Thermische Wellenldnge: Man fiihrt folgende GroBe als thermische Wellenlinge ein:

h2
A= 2nmkpT ©-8.6)

Dies ist im iibrigen gerade die DeBroglie-Wellenlidnge eines Teilchens der Energie £ = wkpT'. Mit dieser
GroBe kann man die Entropie des idealen Gases auch etwas einfacher schreiben, als in (9.8.1):

S(T,V,N) = Nkg - {g +1In [1\;13} } 9.8.7)

Warmekapazitaten: Die Abhingigkeit der Energie von den Zustandsgroflen S, IV, V hat auf die Zustandglei-
chungen des idealen Gases gefiihrt. Klassisch definiert man die molare Wirmekapazitit c als diejenige Menge
an Energie dF, die einem Mol (/N = const) eines Stoffes zugefiihrt werden muss, um ihn um 1K zu erwirmen.
Es gilt also dE = ¢ - dT'. Man unterscheidet die molare Wirmekapazitit bei konstantem Druck ¢, und bei
konstantem Volumen cy . Fiir ¢y erhilt man:

oU 0 (3 3Nkp
= 2| =_— (ZNkT = 8.
cy T N T (2 /-CB ) = cy 5 (9 8 8)

Fiir ¢, ist jetzt p = const, dafiir kann sich aber V' verindern. Damit kann nach dem ersten Hauptsatz die Energie
auch in Volumenerhshung gesteckt werden, sodass gilt:

oU 8(E + pV) oFE 8(nkBT) 5NkB
_ 9 _ - = 5=/ = 8.
“=ar|,,”  or _or _aor |77 2 059
Zusitzlich erhidlt man auch die Volumenausdehnungkoeffizienten:
1 oV 1
1 9V 1
K = 2| ==z (9.8.11)
V. oplp »
(9.8.12)
und damit die bekannte Beziehung:
2
cp=cy + TV% (9.8.13)
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Zusammenfassung: Allein aus der Hamilton-Funktion eines idealen Gases konnten hier im Rahmen des
mikrokanonischen Ensembles die Eigenschaften eines idealen Gases hergeleitet werden. In der Thermodyna-

mik mussten z.B. die Zustandsgleichungen noch als nicht-beweisbare Tatsachen hingenommen werden. Dies
ist hier nicht mehr notig.

9.9. Aquipartitionstheorem

Satz 9.5 (Verallgemeinerter Gleichverteilungssatz) Ein System werde durch die Hamilton-Funktion
H (p, p) beschrieben. Es gilt dann:
0H OH
<qzaq]> = (SijkBT und <pzap]> = (5ijkBT (9.9.1)
Mit den Hamilton’schen Bewegungsgleichungen ¢; = _gTZ und p; = ‘g—g gilt also insbesondere:
(pidi) = — (@ipi) = 6ijkBT 9.9.2)

Beweis: Man beginnt einfach, indem man versucht <7rZ gH > mit dem mikrokanonischen Ensemble zu be-
rechnen. Es gilt dann:

O0H
Ti g, d’q d°p
8H E<H£{5+A i _ 7r il ds d°p » =
(97rj [ dsqdsp A- E ‘0 4

E<H<E+A

aEOAD aE{u//ma (H—E)dqdp o =

1 (377TZ
- ~ A as (H — E Sq d® (H— E) ds s
part. Integration A - D(E) aE // 07'('] ﬂ- d q d / q d
H<FE H<E

—(L
-0 J

Das erste Integral in den geschweiften Klammern wird null, da die Integration iiber die Energieschale erfolgt,
fiir die gerade H = F gilt. Es bleibt dann:

OH 1 ) N

H<FE
7,] s 78 _
9H _y, gg -1A-D //dqd B
5 -1 oS
= oy PP = 8so(E)‘p - <8E Inp(E )> = dis <8E> = ksl
OF

(9.9.3)
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10.1. Definition

Definition 10.1 (kanonisches Ensemble) Ein kanonisches Ensemble beschreibt ein isoliertes System, bei
dem Teilchenzahl N, Volumen V', sowie Temperatur T konstant sind:

T = const N = const V' = const.

Das kanonische Ensemble beschreibt ein kleines System S,
das sich mit einem sehr viel groBeren Ubersystem W (Wirme- .

W bad W

bad) in thermischem Kontakt befindet (siehe Abb. 10.1). Das amgi ;%W) N,

Wirmebad W ist dabei im thermischen Gleichgewicht. Eine

Anderung am System S fiihrt, da es sehr viel kleiner als W ist,

zu keiner Anderung am System W. Sygtern 2
Fiir das Gesamtsystem S+W lisst sich als mikrokanonisches T
Ensemble pyvk (Gs, s, ¢w, Pw ) betrachten, sodass gilt:
E<H(gp) <E+A. Abb. 10.1.: Das System S ist an ein Wirme-
bad W der Temperatur 7" gekoppelt und
Dabeiist H(q,p) ~ Hs(qs, ps)+Hw (Gw, pw ) die Hamilton- wird durch ein kanonisches Ensemble be-

Funktion des Gesamtsystems. Zusétzlich muss natiirlich noch schrieben

ein Wechselwirkungsterm W beriicksichtigt werden, der den

thermischen Kontakt bewirkt. Dieser wird aber hier vernachlissigt, da er als sehr kleine W < H angenom-
men werden kann. Bis auf das GroBenverhiltnis der Systeme entspricht diese Situation derjenigen im Beweis
der Additivitét der Entropie in Abschnitt 9.2. Auch hier fragt man wieder nach der Wahrscheinlichkeitsdichte
Pk (qs, Ps), die dem System zugeordnet werden kann. Fiir die Energie im System gilt

E<Es+Eyw <E+A.

Diese Beziehung lésst sich auf viele Arten erfiillen. Die wahrscheinlichste Art die Energie zu verteilen (Eg, EW)
ist durch ein Maximum des zuginglichen Phasenraumes gekennzeichnet (das Ubersystem W ist isoliert).
Zunichst bestimmt man die Wahrscheinlichkeit P(¢s, ps) das System S im Zustand 7s = (s, ps) anzutref-
fen. Sie ist die Summe iiber alle Wahrscheinlichkeiten, das Wiarmebad in einem zu s komplementidren Zustand
anzutreffen. Man erhilt sie, indem man in pyvk (Gs, Ps, ¢, Dw ) iiber die Zustinde des Wirmebades integriert:

- o O, 1
P(gs,Ps) = // pvk (@5, Dy G, Pw) AW g dPNWp = ————— // d*Nwq PN p =
I'n(E,V)
E<H(gp)<E+A
_ Iy (B - Es, Vi)
In(E,V)

Im vorletzten Schritt wurde einfach die Definition des mikrokanonischen Ensembles eingesetzt. Danach wird
die Integration ausgefiihrt. Es ergibt sich das Phasenraumvolumen Iy, (E— Eg, Vi) aller Zustinde mit Eyy =
FE — Eg. Das sind ja gerade die zu 7s komplementiren Zustdnde. Das Wiarmebad kann im Prinzip beliebig grof3
gemacht werden, sodass man fiir die Energien folgende Abschitzung erhilt:

Fs < E = E—-FEg~E.
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Damit bietet es ich an, bei der Berechnung der Entropie kg InT" fur InT'y,, (E — Eg, Vi) des Wirmebades
eine Taylor-Reihe in E'g einzusetzen:

08
Sw(E — Es, Vi, Nw) =kpInT'n,, (E — Es, Viv) = Sw(E, Vw, Nw) — Eg 8EW —I—O(E?g) =
WIEw=E
=1/T
Es
= Sw (B, Viv, Nw) — = + O(ES)

T

Dabei tritt die Definition der Temperatur 7" aus (9.3.1) auf. Durch Exponieren dieses Ausdruckes erhélt man
dann:

Eg

P(§s, fis) Ty (E — Es, Vi) o € *oT

Daraus leitet man dann mit Eg = Hg({s, ps) ab:

Definition 10.2 (kanonische Verteilungsfunktion) Fiir ein kanonisches Ensemble der Temperatur T' (Volu-
men V', Teilchenzahl N), das durch die Hamilton-Funktion H (g, p) beschrieben wird gilt die folgende Vertei-
lungsfunktion:

exp (—L,i(gl_,@) 3 e—BH(T.P)
ZN(T, V)  Zn(T,V)

Hier ist B := TaT T gesetzt worden. Auflerdem heifst Zn (T, V') Zustandssumme und normiert die obige Vertei-

lung auf 1. Sie lautet
Zn(T, V) = thM // —BH(ZP) g3Ng ¢3M, (10.1.2)

Die Integration erstreckt sich dabei iiber den gesamten Phasenraum, weil die Energie des Systems nicht mehr
auf einen engen Bereich festgelegt ist.
Fiir den Mittelwert einer Observablen f(q, ) ergibt sich dann:

L H@R) e PP d3Ng a3
3N _ 13N,
//pK f(q,p) d>Vqd*p = = InEV) (10.1.3)

PK = (10.1.1)

Die Beziehung (10.1.2) folgt aus der Normierungsbedingung fiir Wahrscheinlichkeiten:

1 - !
TIN N // px(q,p) d*Ngd*p =1
Oft hat die Hamilton-Funktion die spezielle Form
P
H(T.5) =), 5=+ V(D
i

Dann lésst sich die Impulsintegration (10.1.2) direkt ausfiihren und man erhélt:

3N

//exp( 2miBT> a*Np = ZZeXp <_27T7£23T> dp _ {\/W}:w _ {/\(};)}:w

Dabei ist A(T") definiert als (siche auch Abschnitt 9.8 und dort (9.8.6)):
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Definition 10.3 (Thermische Wellenlange)

h
ANT) = ——— 10.1.4
@ 2mmkpT ( )
Mit dieser gilt fiir die Integration iiber den gesamten Impulsraum:
=5 ) 3N
p; 3N, h 3N . 2m

— d°p= | —== = |[hk(T t k(1) = —= 10.1.5
/exp( ;MT) b=l5p| —EROPY mi k=75 aoLs)

Die thermische Wellenliinge \(T') entspricht ungefiihr der DeBroglie-Wellenlinge der Teilchen in eine idealen
Gas der Temperatur T.

Man erhilt dann fiir die Zustandssumme:

1 -V kT) 313N,

Daraus ergibt sich fiir den Mittelwert einer Observablen f(§), die jetzt nur noch vom Ort im Potential V'(§)
abhiéngt:

[ F(@) - eV @/ksT) 43Ny

(f) = T e V@I g (10.1.7)

Dabei wurde oben und unten die Impulsintegration ausgefiihrt, die in beiden Fillen W ergibt und folglich

gekiirzt werden kann.
Als dritte Moglichkeit ldsst sich die Zustandssumme auch iiber die Zustandsdichte D(E) (siehe (9.1.6))
berechnen:

ZN(T,V) = /DN(E, V). e B/ksT) g (10.1.8)

10.2. Thermodynamische GroBen im kanonischen Ensemble

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie man aus den Definitionen auf den letzten Seiten auf diverse
thermodynamische Gréen kommt.

Innere Energie: Die innere Energie U ist definiert als die mittlere Energie des Systems, also U = (H). Man
erhilt also:

U:<H>:/ H((j’,ﬁ)pKd?’diqu— / Hqﬁ)e BH(q ,;E')d?) d3N

_ // ¢~ BH@D) P3Npq3N, — // ~BH(GP) 3NNy — 1 AZN(T,V) _
T v) /) 95" Zn(T, V) 0B Zn(T,V) 0B

Daraus erhilt man insgesamt:

U:<H>:—ﬁanN(T V)= ZlNazNa(g’v)

0
_ 2
a0 = kT o InZn(T,V) (10.2.1)

Druck: Aus (10.2.1) ergibt sich auch sofort ein Ausdruck fiir den Druck p = — <0—H> des Systems:

OH 1 0 0
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Freie Energie: Die freie Energie F'(T', V, N) ist (im Gegensatz zur inneren Energie U (7, V, N)) ein thermo-
dynamisches Potential und definiert durch:

F(T,V,N) = E(T,V,N) — T - S(T,V,N), dF = —SdT —pdV (N = const)

Nun untersucht man d(—/SF') und erhilt:

d(—fF)=—(FdB+ pBdF)=F- T2 +B(Sdl'+pdV) =
B
1 F Ol Zn(T,V) Ol Zn(T,V)
—— | dT av| = ——~—~= dT _— dv
kBT[<S+l<;BT) tp } ( oT )MN +< v .
=U/T
Dies bedeutet aber:
F=—kpT -InZN(T,V) oder Z(T, V)= exp(—ﬁF(T, V, N)) (10.2.3)

Fiir die freie Energie gilt die folgende wichtige Extremalbedingung:

Satz 10.1 (Minimalitit der Freien Energie) Die freie Energie ist in einem kanonischen Ensemble im Gleich-
gewicht minimal.

Entropie: Es gilt:

S(T,V,N) = — (21;) =kp - [;T(T “In Zn (T, V))] (10.2.4)

Isochore Warmekapazitiat:  Fiir die molare Wirmekapazitit (N = const) erhilt man (mit dT° = kgT? - df3):

B aU B a 8 B 2 2 2a L aﬁ —
CV_<8T>V,N_ Sy W 28TV = kP S 2y (T.V) = ke 5<ZN. a,a)‘

2
= kpB? L ) % _ b 6@
Zy 0B Z% \ 0B
Geht man hier wie beim Berechnen von U = (H) vor und nutzt alndf (@) _ 1 dl so erhilt man:
1
ev = (HY) = (H)?) = kpB* ((H — (H))?) >0 (10.2.5)

Die isochore Wirmekapazitét cy ist also ein Mab fiir die Energieschwankungen des Systems.

Schwankung: Man kann nun in gewisser Weise umgekehrt, wie im letzten Absatz rechnen: Ein MaB fiir die
Schwankungen der Verteilung ist die Varianz o2 = <E2> — <E>2 Um einen Ausdruck fiir diese Gréfie zu
erhalten geht man (10.2.5) aus und erhélt damit:

2 2\ 2 Ccy - 1 aU 26U
o = - = e = aar T a5

Damit erhélt man fiir die relativen Schwankungen des Systems (Standardabweichung):

o VkgT?cy 1
= x
(H) U VN
Die letzte Schlussfolgerung benutzt die Proportionalititen U oc N und ¢y o< N (letzteres folgt fiir das idea-
le Gas aus ¢y = %N kp). Die Breite der Verteilung nimmt also mit groBer werdendem N mit LN ab. Fiir

(10.2.6)

sehr grofle Systeme wird die Verteilung also unendlich scharf, sodass sie sich einer §-Funktion annihert, die
man fiir die mikrokanonische Verteilung angesetzt hat. Im thermodynamischen Limes beschrieben also beide
Verteilungen (kanonisch und mikrokanonisch) die selben Systeme.
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10.3. Beispiel: Ideales Gas

Man betrachtet hier ein ideales Gas, das sich in einem Volumen V befindet. Das Potential

0  ¢im Volumen V
(@) =
oo sonst

beschreibt dieses Volumen. Damit lautet dann die Hamilton-Funktion fiir ein gas aus /N ununterscheidbaren
Teilchen:

2
H(q.p) = Z v (@ p)-

Damit kann man dann die kanonische Zustandssumme berechnen:

1 .
ZnN(T, V) = NN // e BH(T,P) a3Ng d3Np

Die Integration iiber die Orte lisst sich direkt ausfiihren und liefert einen Faktor V'V, Die Impulsintegration

2 2
. _ _ B (242 _Bri Ppy .
faktorisiert wegen e #H = ¢~ 2m (P1+P3+) — ¢~ % ¢~ 2m ... und man erhilt:

oo

a2 fom
IN(T,V) = N|h3NH/ PR dp

Substituiert man in dem iibrig bleibenden Integral x = % - p; und nutzt [ e dy = /7, so ergibt sich
schlieBlich
VN 3N o 1/2 VN 9 3N/2 VN
Zn(T,V) = e il = —— (10.3.1)
N'h3N g Np3N -\ 3 NIN3N

Dabei wurde die thermische Wellenl'ange A eingesetzt. Daraus kann man die freie Energie F' berechnen (man
benutze die Stirling-Formel In N! = N(In N — 1)):

vy |14
F = —kgTlZn(T,V)=—kpgT ( In N!+In [)\SN]) = —kpT <Nln/\3 —1nN!> =
Vv Vv
= —kpT <N1n>\3 — N(lnN — 1)) = —NkpT < +In [N)\?’})
Und also schlieBlich: 5o
2 T
F = —NkgT (1 |V (”’Z’;B> ) (10.3.2)
Damit kann man dann verschiedene thermodynamische Groflen berechnen:
oF 1 1 NkgT
p = —=— =NkpT——- 5=
= ov vz NA v
OF Vv 1 vV 1 Vv
= — =—kgT In — NkgT - = — = —kpT'1]
L= gy = ks ( +nN/\3>+ k5 NN bplIn 5
OF 1% 1V (2mmks\*? 3.,
= —— =Nkp(1+1 NkgT - N T'/?
2 aT B<+DNA3>+ b NVA3N< h2 )
|4 3 5 v
= Nkp(1+1 Nkp— = Nk 1
B<+HN)\3>+ By B(+HN>\3)

Dabei haben sich wieder die bekannten Ergebnisse eingestellt (Zustandsgleichung, Sackur-Tetrode-Gleichung

).
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10.4. Beispiel: Maxwell-Verteilung

In diesem Abschnitt wird die Frage nach der Geschwindigkeitsverteilung in einem idealen Gas geklirt. Als
Ergebnis erhélt man die Maxwell-Verteilung.

In einem Volumen V' befinde sich also bei der Temperatur 1" ein ideales Gas aus /N wechselwirkungsfreien
Teilchen. Das Wandpotential sei V'(§). Damit schreibt sich die Hamilton-Funktion als:

H(Z.5 = zzﬂ—( - >)

Jj=1j=1

Daraus ergibt sich die kanonische Verteilungsfunktion pk(q, 7). Sie ist eine Funktion aller Teilchenorte und
-impulse. Hier interessiert aber nur der Zustand eines einzigen Teilchens 7. Deswegen betrachtet man nur den
Einteilchenphasenraum zur Hamilton-Funktion H;(g;, p;). Dort ist die Wahrscheinlichkeit das Teilchen im
Zustand 7; = (q;, p;) zu finden nach der kanonischen Verteilungsfunktion:

_ exp( H;(
JJ exp(=BH:(G:, P

G, ;)
)

3 d3Ng; d3Np,

Hier interessiert nun die Verteilung der Geschwindigkeiten ¢ = p/M. Von nun ab wird auch der Index ¢

weggelassen. Auflerdem separiert der Hamiltonian in einen Orts- und einen Impulsabhiingigen Teil H = % +
V(@). Damit erhélt man:

o 1 5
wp) = [ o@mE - s [PE] o AV S0 [0 |5 exp V@l -
B (J exp[-BV(@)] d*Ng) o [_ 57 } _ ewn(-85)
<f exp [—ﬁ%} d3Np) ([ exp[-BV(Q)] d3Ng) 2m fexp(—ﬁ%) d3Np

Die Integration iiber den Ort kiirzt sich aus w(}7) heraus, weil der Hamiltonian separiert und dann gilt e 3% =
e~ PP/ (2m) . o=BV(@) Das Normierungsintegral wurde in 9.8 schon einmal berechnet. Es ergibt:

9 —9 3
/exp(—ﬂ;;n) 3Ny = (/ exp(—ﬁg—m) dp> = (27kaBT)_3/2

Wegen p' = m folgt sofort:

3/2 —2
3 m mu 3
= — 10.4.1
w(?)dv <27rk:B ) exp( > d’v (10.4.1)

Daraus ldsst sich leicht auch die Wahrscheinlichkeit berechnen, ein Teilchen mit dem Geschwindigkeitsbetrag
v = |0U| anzutreffen. Dazu fiihrt man in (10.4.1) Polarkoordinaten fiir die Geschwindigkeit ein und integriert
iiber alle Raumrichtungen. Diese Winkelintegration ergibt einen Faktor 4702, sodass man schlussendlich erhilt:

3/2 -2
m mu
— Arn? - — 10.4.2
w(v)dv <27rkBT> U exp( > dv (10.4.2)

Die folgende Abb. 10.2 zeigt die Funktion (10.4.2).
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Abb. 10.2.: Maxwellverteilung fiir atomaren Wasserstoff bei verschiedenen Temperaturen

10.5. Beispiel: Barometrische Hohenformel

In diesem Abschnitt wird ein weiteres klassisches Problem behandelt. Man betrachtet ein Volumen V' eines

idealen (wechselwirkungsfreien) Gases, das sich im Schwerefeld V' (7) = mgz der Erde befindet. Es stellt sich

nun die Frage nach der Teilchenzahldichte n(7) und dem Druck p(7) an verschiedenen Stellen des Volumens.
Die Teilchenzahldichte lisst sich dabei folgendermalien definieren:

Teilchen
I 10.5.1
n(r) = Volumen <Z§ > (10.5.1

Diese Definition setzt man zunichst fiir die allgemeine Hamilton-Funktion H (g, vp) = % + V(g) ein und
erhilt:

N
N ff <Z §(F — Fi)) e~ BH @3Ny @3N
n(r) = < T >: :

DBLIGEEE =
< [[ e=PH d3Ng 43N

ff <JZV: o — f;)) - exp [—ﬁ (% + V(@)} d3Nq d3Np

i=1

[[ exp [—ﬁ <% + V(q))} d3Ng d3Np
(S o-m)-ew-ovig) %

Jexp [-BV ()] d*Ng
N - [o(F— ) - exp[-BV(q)] d*Ng
Jexp [-BV ()] d*Ng

Beim Ubergang von der 2. zur 3. Zeile kann die Impuls-Integration ,,gekiirzt* werden, weil die Hamilton-
Funktion in einen Impuls und einen Orts-abhédngigen Teil separiert. Zum letzten Schritt hin wurde die Summa-
tion aus dem Integral herausgezogen, was zu einem Faktor /V fiithrt. Nun kann man auch die Ortsintegration
ausfithren und erhélt die barometrische Hohenformel der Teilchendichte fiir ein ortsabhingiges Potential V' (7):

N -exp [-BV (9]

") = Texp AV ¥

=ng - exp [—BV(])] (10.5.2)
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Dabei wurde ng = Toxpl= [3]\\;( T gesetzt. Setzt man nun explizit V' = mgz ein, so erhélt man:

n(z) = ng - exp [ Z;g;] (105.3)
Aus der Zustandsgleichung pV' = NkpgT erhilt man fiir den Druck:
N
p(2) = k5T = n()ksT = noksT - exp [_Z;ﬂ = pp - €xp [— Z;gﬂ (10.5.4)

Die Teilchenzahl (ebenso, wie der Druck) nimmt nach oben hin exponentiell ab.

10.6. Beispiel: Klassischer Langevin-Paramagnetismus

Dieser Abschnitt bezieht sich auf Aufgabe 1.4.5 aus [Nolting 2005a]; siehe auch [Greiner u.a. 1993] Seite
324ff. Man betrachtet ein ideales Gas aus Atomen bei einer Temperatur 7', die je ein magnetisches Moment
fi; tragen. Die Betrige aller dieser Momente sind gleich (gleichartige Atome), also |fi;| = p. Die Momente
wechselwirken aber nicht miteinander, sondern nur mit einem globalen Magnetfeld B = Bé. in z-Richtung.
Die Hamilton-Funktion des Systems lautet dann:

= )
- P . 3 D;
H(q,p) = E —2;71 + E fii - B = E T;n — uB - § cosV; (10.6.1)
(3 K 3 1

Dabei ist ©J; der Winkel des i-ten Moments zur z-Achse, also zum Magnetfeld B. Man beachte, dass diese
Hamilton-Funktion in eine Summe von Einteilchen-Hamilton-Funktionen separiert:

N N ,
H(le "‘?JN?ﬁl? "'aUpN) = ZHI((ZA@) = Z (pz - MBCOS’&Z'> (1062)
=1

; 2m

=1
Zustandssumme: Zunéchst soll die Zustandssumme des Systems berechnet werden. Dazu nutzt man die
Separierbarkeit der Hamilton-Funktion aus und erhilt sofort:

N
e PH _ He—ﬁHl(lﬁ,ﬁi) = Zn(T,B) = (Zl (T, V))N.
=1

Dabei sind die einzenlnen Systeme unterscheidbar (z.B. durch die Position an den Gitterplitzen eines Festkor-
pers) und ein Faktor % fiir die richtige Abzéhlung ununterscheidbarer Teilchen ist nicht notwendig. Es geniigt
also zunichst die Einteilchen-Zustandsdichte

Zl(T, V) _ // e*ﬂHl((ﬁﬁ) d3Nq d3N — (/ e*ﬁﬁg/Zm dng) . (/ eﬁ/J,BCOSﬂ d3Nq>

zu berechnen. Integriert wird jeweils iiber den gesamten Impulsraum, so erhilt man weiter:

/ B /2m gaN, _
A(T)

Fiir die Integration im Ortsraum muss man etwas mehr iiberlegen: Als kanonische Variablen ¢ werden hier nicht

die vollen Ortskoordinaten benétigt, sondern nur die Ausrichtung des magn. Momentes zum Magnetfeld. Seine

Position ist hier uninteressant. es gilt also ¢ = (¥, ¢), wobei die Winkel ¥ und ¢ denjenigen der Kugelkoor-

dinaten entsprechen. Es geniigt also die Integration [ ...d<) iiber alle Raumwinkel auszufiihren. Man rechnet

dann:

T 7T/2

/ eBuBeost; 3N, _ / / BHBeos? iy 19 d9 dep —

- —7/2
h 2 4
= —277/6[3“3“ do = . (eﬁ“B - 675“B> =T . sinh(GuB).

g, BuB puB
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Von der ersten zur zweiten Zeile wurde x = cos ¥ substituiert. Damit erhélt zusammengefasst die Zustandss-
umme des Gesamtsystems:

1 N N

4 - 4
Zv(T.B) = Sysavry m;-smh(ﬁw) = 751, B) ”B.smh(ﬁﬂB) (10.6.3)

(B=0

Hierin fasst man die Auswirkung der Impulsintegration in Z 4 )(T, B) zusammen. Das ist die Zustandss-

umme des Systems, ohne Magnetfeld B. Die angegebene Losung Z](fzo) (T,B) = WN(T) ist der Spezi-
alfall eines idealen Gases. Da hier nur die Auswirkung der Magnetisierung interessiert, wird im Folgenden
Z](VBZO) (T, B) = 1 gesetzt. Dann ist die Einteilchen-Zustandssumme:

Z\(T,B) =

47TB . sinh(BuB) (10.6.4)

Magnetisierung der Probe: Als nichstes soll die Magnetisierung /7 der Probe berechnet werden. Die Ma-
gnetisierung ist als observable definiert durch

N
= i (10.6.5)
=1

Damit erhélt man:

= _PBuBcos? dO
- /(2m)—uB cos ¥; 3N 3N . fu €
<m> h3N NI . ZN T B // (ZM e }> d d =N f.e,@uBcosﬁ d0

sin ¥ cos ¢
Nun setzt man ji = p | sindsin ¢ | ein und erhilt:
cosv
mom/2 sin ¥ cos ¢
/ﬂ- ePrBeost g0 — . / / sindsing | - eV sin 9 do do
Zrn)2 cosv

Da sich die ¢-Integration in der 2- und y-Komponente von (1) nur ein Integral | fﬁ cos ¢ d¢ = 0 enthilt,
werden diese Komponenten 0 und es muss nur noch das Integral in z-Richtung geldst werden (substituiere
wieder x = cos 1):

T 71'/2
m, o / / cos ¥ - MBSV gin 9 4y dop =
T —7/2
1 1 1
= 27r-/m-eﬁ“Bzda::27ru-/<aeﬂ“3x> dr =27 - 0 /eﬁ“Bxd;Ez
| \aim o8 J

o ePuB _ o—BuB
- 27”"8(53>< BuB )

Daraus erhilt man aber auch sofort folgenden Ausdruck fiir die Magnetisierung:

In Zy(T, B) = In Z1(T, B) (10.6.6)

0
a8 N m)

Aus (10.6.4) erhilt man sofort In Z; (T, B) = In (47) 4 In [sinh(SpB)] — In (8uB) Rechnet man damit weiter,
so ergibt sich:

InZ(T,B)=Nu- (coth(ﬁ,u,B) - 1) (10.6.7)

ms) = N 0(63) BuB
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mittlere M agnetisierung eines Paramagneten
als Funktion der inversen Temperatur b

1= starkes Feld

mittlere Feld

schwaches Feld

mittlere M agnetisierung eines Paramagneten
als Funktion der Temperatur T

starkes Feld

mittlere Feld

schwaches Feld

0 b=1/(KT) 0 T

mittlere M agnetisier ung eines Paramagneten

als Funktion d

es Magnetfeldes

niedrige Temperatur
T

mittlere Temperatur

hohe Temperatur

0

B

Abb. 10.3.: Verhalten eines Paramagneten unter Temperatur- und Magnetfeld-Anderungen

Die folgende Abb. 10.3fasst die Ergebnisse graphisch zusammen. Es zeigt sich also, dass die Magnetisierung
mit steigender Temperatur Richtung 0 abfillt. Dies ist verstindlich, weil die potentielle Energie (also auch der
Einfluss) durch das Magnetfeld gegeniiber der kinetischen Energie klein wird. Ein Gas ohne Magnetfeld (oder
mit einem verschwindend unbedeutenden Magnetfeld) hat natiirlich isotrop verteilte Momente, also auch eine
mittleres Gesamtmoment (77i) = 0. Umso hoher die Temperatur ist, umso stirkere Magnetfelder B benétigt
man auch um eine Ausrichtung der Momente zu erreichen.

Entropie: nach (10.2.4) ergibt sich die Entropie des Systems aus der Zustandssumme:
0
S(T,B,N) = kgN - 8T(T'1HZN(T7V))]:
[ sinh(BuB)]
— Nkln 47rsmﬁ(fg>_ —kBNT-aaT{ln(zlw)Hn sinh(BuB)] — In (BuB)} =
1 uB 1 uB
= ...—kgNT - ———cosh(BuB) | — kpNT - —— | ———— | =
BNT (BB >< szT2>+ s ﬂuB< @T?)
[ sinh(BuB)]| wuBN
= Nkln |4 - - coth(BuB N
kln |47 BB | T coth(SuB) + kp
Daraus erhilt man dann endgiiltig:
sinh(ﬂ,uB)} uBN [ 1 }
S(T,B,N)= Nkln |47 — - |coth(BuB) + — (10.6.8)
( ) [ puB T (BuB) puB
Freie Energie: Der letzte Abschnitt liefert nebenbei:
sinh(BuB
F(T,B,N) = —kgTIn Zy(B,T) = —NkgT - In [Mmﬁ(ﬁgq (10.6.9)
1
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Innere Energie: Die innere Energie ergibt sich tiber U = F' + T'S zu:

1 .
U=F+TS=-NuB- [coth(ﬁuB) + ﬂB] = (m)B=— <m - B> (10.6.10)
I
Die innere Energie ist also gerade die mittlere potentielle Energie der Momente im Magnetfeld.

Warmekapazitiat: Aus der inneren Energie kann man die Warmekapazitit bei konstantem Magnetfeld B
dcoth(z) 1

berechnen (—, = -2 (x)):
oUu 0 1 d(uBB)
= —=-B- Ny - |coth(BuB . =
= or <5(uﬁB) g [CO (BubB) + BMBD oT
1 1
= NuB- — - (—~uBkpF?
g (Sinh2(ﬁu3) (ﬂuBV) (=B ()
Daraus ergibt sich schlieBlich: Warmekapazitat eines Paramagneten
als Funktion der inversen Temperatur b
B)? C
cp = Nkg - [1 - (52“)] (10.6.11) ;
sinh*(BuB)

Das Ergebnis ist in Abb. 10.4 graphisch darge-
stellt. Fiir hohe Temperaturen (6 — 0) geht die
Wirmekapazitit gegen 0, da hier der Magnetis-
mus (wie schon vorher diskutiert) nur noch einen
verschwindenden Einfluss hat. Fiir niedrige Tem-
peraturen geht sie gegen eine obere Grenze. b

10.7. Beispiel: Quantenmechanisch®r '8piliParatiddgi S1isnitis”

Man betrachte hier das selbe System, wie im letzten Beispiel (Abschnitt 10.6). Allerdings diirfen die ma-
gnetischen Momente jetzt nicht mehr beliebig ausgerichtet sein. Man betrachtet also ein quantenmechanisches
System, bei dem die magnetischen Momente (verursacht z.B. durch den Elektronenspin §) nur bestimmte Werte

Mz = _g:u’BB -m, m S [_jv _j + ]-7 7]]

annehmen diirfen. Dabei ist g der Landé-Faktor (fiir Elektronen g = 2) und pp das Bohr’sche Magneton. Die
x- und y-Komponente des magnetischen Momentes i prizediert dabei um die z-Achse (Quantisierungsachse)
des Systems und es ergibt sich deswegen im Mittel (p,) = (u,) = 0. Die Wechselwirkungsenergie eines
einzelnen Spins hat jetzt die folgende Form:

—

E=f;-B=gupB-m, mec[—j,—j+1,..,7] (10.7.1)
Zustandssumme: Analog zu 10.6 erhilt man dann die folgende Zustandssumme:

J J
Zy(T,B) = (Z(T, V)Y mit  Z(T,B) = D eformBm = N g (10.7.2)
m=—j m=—j
Dabei wurde der Parameter x = Bgup B gesetzt. Da das System wechselwirkungsfrei ist, separiert der Hamilto-
nian wieder und die Zustandssumme kann als N-te Potenz der Einteilchenzustandssumme Z; (7; B) dargestellt

werden. Fiihrt man noch ¢ = e” ein, so lisst sich (10.7.2) als geometrische Reihe aufschreiben, die sich leicht
n+1

n .
aufsummieren ldsst (> ¢* = 1_1q,q ):
i=1
j J H
Zl(T, B) _ Z e — Z q" =q77 Z ¢" =
m=—j m=—j m=0

¢/ — M exp{—ja} —exp{(j+ Dz} _ exp{(i+3) 7} —exp{-(j+3)7}

1—g¢q 1 — exp{z} exp{%} —exp{-%
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Daraus erhilt man dann mit sinh(z) =  (e® — e™®):

sinh {ﬁguBB (j + l)} N
ZN(T,B) = . - 2 (10.7.3)
sinh {iﬁg,uBB}
Freie Energie: Wie in Abschnitt 10.6 kann man nun zunichst die freie Energie aufschreiben:
inh B(j+3
F(T,B,N) = —kgT -In Zy(T, B) = —kgTN -In | = .{ﬂgulB (+3)} (10.7.4)
sinh {ﬁﬂgMBB}

Magnetisierung: Aus der freien Energie ergibt sich dann wieder die mittlere Magnetisierung der Probe:

0
(m,) = —a—BF(T,B,N) = Ngup [(] + ;) coth {IBQ,UBB <j + ;)} - %coth {;ﬁguBBH

(10.7.5)
Die Kurven der Magnetisierung zeigt Abb. 10.5.
mittlere M agnetisierung eines Paramagneten mittlere Magnetisier ung eines Paramagneten
als Funktion der inversen Temperatur b als Funktion des Magnetfelde B
= =712 = j=3/2
=12
j=5/2
B
j=3/2
=12
b=1/(kT)

Abb. 10.5.: Magnetisierung eines Spin-Paramagneten

10.8. Beispiel: Quantenmechanischer Spin-1/2-Paramagnet

Im vorherigen Abschnitt 10.7 wurden beliebig gequantelte Paramagneten behandelt. Hier sollen nun die Ergeb-
nisse auf den Fall j = % spezialisiert werden. Hier handelt es sich dann um ein Zwei-Niveau-System, weil nur
noch die Energien
gupB

2

erlaubt sind (entspricht m = :l:%). Als Zustandssumme erhilt man dann:

E=F

B
Zi(T,B) = Y ePomnBm = efey o= = 9cosh {BQ’QB] und Zy(T,B) = [Z:(T, B)]" (108.1)

a1
m—i2

Dabei wurde € = # gesetzt. Die freie Energie ist dann:

F(T,B,N) = —NkgT - In (2 cosh [BQL;BBD (10.8.2)

Daraus ergeben sich dann noch die folgenden GréB3en:

e Entropie:
S(T,B,N) = —gg = Nkp - {In (2 cosh [3¢]) — Be tanh[Be] } (10.8.3)
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¢ Innere Energie:

U=F+TS=—Ne-tanh(fe) (10.8.4)
e mittlere Magnetisierung:
oF
(my) = 3B~ Nup - tanh(fe) (10.8.5)

o Wirmekapazitit:

CB =

In der Wirmekapazitit zeigt sich nun ein
wichtiger Unterschied zu klassischen Sys-
temen. Dazu betrachtet man zunéchst Abb.
10.6. Dort sieht man, dass die Warmekapa-
zitdt (im Gegensatz zum klassischen Sys-
tem) Fir ' — Ound T' — oo gegen 0
konvergiert. Im Grenzfall niedriger Tempe-
raturen (3 — oo) geht die klassische Wir-
mekapazitit gegen einen konstanten Wert,
die klassischen magnetischen Momente kon-
nen also auch beliebig kleine Energien kT’ 0
aufnehmen. Das quantenmechanische Sys-
tem kann durch diese Energien aber nur noch

ou Nkp(Be)?

= —— (10.8.6)
OT  cosh?(fe)
Wé&rmekapazitét eines Spin-1/2-Paramagneten
als Funktion der inversen Temperatur b
b

Abb. 10.6.: Wirmekapazitit eines Spin-1/2-Paramagneten

mit einer sehr niedrigen Wahrscheinlichkeit angeregt werden, sodass sich das gezeigte Verhalten ergibt.
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11.1. Definition

Das dritte wichtige Ensemble erweitert das kanonische Ensemble um Teilchenaustausch. Dies bedeutet, dass
jetzt N nicht merh erhaten ist, dafiir tritt jetzt das chemische Potential p als Erhaltungsgréfe auf. Man definiert
deswegen:

Definition 11.1 (groBkanonisches Ensemble) FEin groffkanonisches Ensemble beschreibt ein isoliertes Sys-
tem, bei dem Volumen V', Temperatur T, sowie chemisches Potential |, konstant sind:

T = const W = const V' = const.

In Abb. 11.1 ist ein Beispiel fiir ein System gege-
ben, da§ sich“durch ein groBkgnonis'ches. Ensembl.e Warmebad W
beschreiben lésst. Es befindet sich, wie beim kanoni- E,, Vi, N,
schen Ensemble, in einem Wirmebad W. Zusitzlich
ist aber nun auch Teilchenaustausch mit dem Wir-
mebad moglich. Einige Beispielsysteme sollen hier
kurz aufgefiihrt werden: Die Teilchen konnen natiir-
lich nicht nur durch eine pordse Wand ausgetauscht
werden, sondern auch durch Erzeugung und Vernich-
tung fluktuieren, sodass man etwa ein Photonen- oder
Phononengas mit dem grofSkanonischen Ensemble
beschreiben kann (beachte die Erzeugungs-/Vernichtungs-Operatoren).

Als nichstes soll nun die Dichteverteilungsfunktion pgk und die zugehérige Zustandssumme =, (7', V') auf-
gestellt werden. Dazu verfolgt man den selben Ansatz, wie im vorherigen Kapitel. Es ist moglich die Teilchen
und die Energie beliebig zwischen Wirmebad W und Systems S aufzuteilen. Nur ihre Summe muss erhalten
bleiben:

a
E

m
<
£

s Vo

Abb. 11.1.: zum groBkanonischen Ensemble

Es¢+ Ew = E =const, Ng+ Ny = N = const.

Es wird wieder einen wahrscheinlichsten Zustand (ES, E’W, N S, N w) geben, der durch eine maximale Anzahl
von Realisierungsmoglichkeiten gekennzeichnet. Aulerdem kann das System S wieder als sehr klein, gegen-
iiber dem System W angesehen werden:

Es < EW Ns < NW
Man kann damit einen Ansatz fiir px(gs, ps) machen. Dies ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, das System mit

der Teilchenzahl Ny im Zustand ©s = ({5, pls) anzutreffen. Es ist zu beachten, dass zu jeder Teilchenzahl
Ng # Ng ein anderer (andersdimensionaler!) Phasenraum gehért. Man kann also annehmen:

pNs(ds,Ps) x I'n_ng(E — Es, Viy)

Dies ist gerade die Anzahl der Realisierungmoglichkeiten, die fiir das Warmebad bleibt, wenn das Untersystem
mit (7, Ng, Vs) festgelegt wird. Man kann nun kg InI'y_ N (E — Eg, Viy) nach den kleinen GroBen Ng und
FEg entwickeln und erhilt:

kpIn'n_ng(E — Es,Viw) = Sw(Ew =FE — Eg,Viy,Nw =N — Ng) =

= Sw(E,Viy,N)—Eg - 857‘/‘/ —Ng - 357”/
OEW ) Ny Vi ONW ) B Vi
~—_———— ~—_——

1 I
T T
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Daraus ergibt sich dann also:

Sw(E, Vi, N) E5+NSM

In'y_n.(E—FE =~ —
nilyn Ns( S?VW) E k?BT k’BT

oder durch exponieren:

Pn_ng(E — Eg, Viy) < exp{—B(Eg — uNg)} = exp{—B(Hn (s, Ps) — pNs)}

Von nun an, ldsst man wieder den Index S weg und erhilt so:

Definition 11.2 (kanonische Verteilungsfunktion) Fiir ein grofikanonisches Ensemble der Temperatur T
(Volumen V, chem. Potential ), das durch die Hamilton-Funktion H (g, D) beschrieben wird gilt die folgende
Verteilungsfunktion:

exp{—W} B o—BHn (@7 —nN]

PGK = = - =
‘:’H(Ta V) ‘:’ﬂ(Ta V)

(11.1.1)

Hier ist 0 := k:E%T gesetzt worden. Auflerdem heifst =, (T, V') grofkanonische Zustandssumme und normiert
die obige Verteilung auf 1. Sie lautet:

(o] 1 . o
S =) T / / e PN (@P)~uN] 43N @3N = N 2N Zyy (T, V) (11.1.2)
N=0 ’ N=0

Die Grife z = Pt = et/ (k8T) \wird als Fugazitiit bezeichnet. Die Integration erstreckt sich dabei iiber den
gesamten Phasenraum, weil die Energie des Systems nicht mehr auf einen engen Bereich festgelegt ist. Anders
als bei der Zustandssumme im kanonischen Ensemble muss nun auch iiber alle moglichen Teilchenzahlen sum-
miert werden. Mit der letzten Darstellung in (11.1.2) kann man Z,, auch als gewichteter Mittelwert iiber alle
moglichen kanonischen Zustandssummen auffassen.

Fiir den Mittelwert einer Observablen f(q, p) ergibt sich dann:

. 1 = 1 BT 75—
(f) = / / P F@P) 00 = 2 D e / / (@, 9)-e PN @P=EN @33N (11.1.3)
TIPS N=0 )

Fiir die Zustandssumme gibt es auch wieder eine Darstellung iiber die Zustandsdichte Dy (E, V):

E T V)= /DN(E, V). e PE-eN 4R (11.1.4)
N=0

11.2. GroBkanonisches Potential und Ableitung thermodynamischer
GroBen

GroBkanonisches Potential: Zunichst kann man versuchen die statistische Entropie S = (—kp In p) eines
groBBkanonischen Systems berechnen. Man erhélt durch Einsetzen sofort:

— 1 H(g,p)
S(T,V,p) = Z NN /d3Nq / d3*Mppex - [k;B InZ, + T’ — kpuN| .
N=0 )
In diesem Ausdruck findet man die Mittelwerte des Hamiltonian und der Teilchenzahl:

o0 1 ) .
U=(H) = > AN N /dSNQ/d3NppGK-H(q,@
N=0

- 1
(N) = > h?,]v]\ﬂ/dgNQ/dngPGK‘N
N=0 ’
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Somit ergibt sich insgesamt:

H
STVp) = kpmEu(T V) + Tk ()

Daraus ergibt sich durch Multiplikation mit der Temperatur 7"

U-TS —pu(N)=—kpT -InZE,(T,V)

freie Energie F'

Fiir das mikrokanonische Ensemble fand man die drei unabhingigen Variablen, £/, V, N, was dazu fiihrte die
Entropie S(F,V, N) als zentrale thermodynamische Funktion zu betrachten. Bei kanonischen Ensemble war
dies die freie Energie F'(T, V, N). Beim grofSkanonischen Ensemble fithrt man hier nach der obigen Gleichung
ein:

Definition 11.3 (groBkanonisches Potential (2)
Q=F—-—uN=U-TS—uN mit dQo=-SdI' —pdV — Ndu (11.2.1)
Auflerdem gilt mit der groffkanonischen Zustandssumme =, (T, V):

Q= —kpT - InZ,(T, V) (11.2.2)

Aus dem groBlkanonischen Potential {2 kann man diverse Thermodynamische Grofen ableiten:

Entropie:
o)
S(T,V,pu) =— — 11.2.3
( ) 7/‘1’) 8T VVM ( )
Druck:
o0
TV =—— 11.2.4
p( 9 Hu’) av Thu ( )
Teilchenzahl:
o1}
NT,V,u) =— — (11.2.5)
TV =-7.|
Mit z = e und g—z = BePt = 32 ergibt sich daraus auch:
o0 00 0z o0
NITV,u)=———=—F7—7—=—0z2— 11.2.6
Innere Energie:
a . _ 0 .
U, V,p)=(H)=—| =z InE,(T,V) +u(N)=—|—=mE=,(T,V) (11.2.7)
aﬁ w,V 8/8 z,V

Extremalbedingung: AufBerdem gilt die folgende wichtige Extremalbedingung:

Satz 11.1 (Minimum des groBSkanonischen Potentials) Das grofkanonische Potential eines grofskanoni-
schen Ensembles hat im Gleichgewicht des Systems ein Minimum.
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11. GroBkanonisches Ensemble

11.3. Wahrscheinlichkeitsverteilung p(/V)

In diesem Abschnitt soll kurz gezeigt werden, dass die Wahrscheinlichkeit p(/V) ein System nicht-wechselwirkende

Teilchen im groBkanonischen Ensemble mit exakt der Teilchenzahl N anzutreffen einer Poisson-Verteilung

folgt. Dazu geht man von der einfachen Form der Dichtematrix pgk (N, 7, p) aus und nutzt die Fugazitit
_ Bu.
z = ePH:

1
PN = w//”MKdeg =

HN(Qvﬁ) :U'N:|
= // =, e d%p =

= : / / N e BH @3Ny 3N, = - Zn(T,V)
N!h3N EH(T,V) E.(T, V)

Das das System aus nicht-wechselwirkenden Teilchen bestehen soll, faktorisiert die kanonische Zustandssum-
me:

N
ZN(T,V) = [Z1(T,V)]
Daraus ergibt sich dann fiir die grokanonische Zustandssumme:

[e.9] o0 1

- 1 N ..
ST V) = Y V(T Y) = Y (T V)| = exp {2 (T V) = TV
N=0 N=0

Setzt man nun all dies in den Ausdruck fiir p(N) ein, so erhélt man:

—2Z1(T,V) [22:1(T, V)]N

p(N) =e NI
Fiir die Teilchenzahl (V) erhilt man nach (11.2.5):
0 = 9\ su B
(N) = —%kBTlnau = —%}e - Z\(T,V)} = —kpT - BeP - Z\(T, V) = 2z - Z1 (T, V)

Somit erhilt man als endgiiltige Verteilung p(/N') eine Poisson-Verteilung mit dem Mittelwert (N):

_owy (MY
N!

p(N) =e

Die Poisson-Verteilung hat die Eigenschaft, dass ihre Varianz gleich dem Mittelwert der Verteilung ist (Fiir
gro3e N geht sie in die Gaul3-Verteilung iiber).

11.4. Beispiel: Das ideale Gas

Zunichst stellt man die groBkanonische Zustandssumme auf. Dazu verwendet man die kanonische Einteilchen-
zustandssumme aus (10.3.1):

Vv

_ z-V
Zl(T7 V) = F = :'U(T7 V) = exp {)\3}

Dabei ist z = e# die Fugazitiit. Daraus erhilt man sofort auch das grofkanonische Potential:

VebH
A3

Q(T,V, ) = —kgTInE,(T,V) = —kpT -

Auch daraus lassen sich, wie in Abschnitt 10.3 wieder die Grundrelationen des idealen Gases ableiten, wenn
man die Differentiale (11.2.3)-(11.2.5) auswertet.

(© 2004-2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/)

—81-


http://www.jkrieger.de/

Teil L.

Quantenstatistik
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12. Ensemble der Quantenstatistik

12.1. Definition

Analog zu den Abschnitten 9-11 definiert man mit Hilfe des Korrespondenzprinzips (siehe Abschnitt 2.4) die
Ensemble in der Quantenstatistik.

Definition 12.1 (Mikrokanonisches Ensemble, Phasenraumvolumen) FEin System werde durch den Hamil-
tonoperator H mit H|E,,) = E,|E,,) beschrieben. Die Energieeigenzustinde {|E,,)} seien orthonormiert und
der Hamiltonian hat in dieser Basis Diagonalform:

<En|Em> = 5nma <En|I:I|Em> = Emlnm-

Fiir den statistischen Operator gilt dann:

1
. ) 7 ESE<SE+A
E 0 sonst
Die Konstante I'(E) ergibt sch aus der Normierungsbedingung
Spur p = 1 (12.1.2)
Man kann damit fiir das Phasenvolumen schreiben:
E<E;<E+A E<E;<E+A .. .
- Anzahl der Zustdande mit
I'(E) = Spur ( Z \E,-><Ei]> = Z L= Energien in E.E+ Al (12.1.3)
2 2
Auflerdem wird noch definiert:
E<E
G Anzahl der Zustinde mit
PE)= D 1= G orien < I (12.1.4)

Damit gilt dann (siehe auch der klassische Fall) fiir die Zustandsdichte D(F), die Entropie S und das Pha-
senvolumen I'(E):

D(E) = lim oe) _ d

Jim = = —=0(E), S=kplnD(E)=kplnT(E), T(E)=¢(E+A)-p(E) (12.15)

Fiir den Ensemblemittelwert (F') einer Observablen ¥ erhiilt man dann:

. . 1 E<E;<E+A X
(F") = Spur(pukF) = T(E) Spur < > |Ei><Ei|F) (12.1.6)

@

Bei allen Summationen ist zu beachten, dass diese Uber Zustinde und nicht iiber Energien erfolgt. Im Falle von
Entartungen muss also auch iiber die entarteten Zustinde summiert werden.
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12. Ensemble der Quantenstatistik

Definition 12.2 (Kanonisches Ensemble) Ein System im Warmebad der Temperatur T’ wird durch den Ha-
miltonian H beschrieben. Fiir den statistischen Operator dieses kanonischen Ensembles gilt:
et 1

Die Normierungskonstante Z(T) heifst Zustandssumme und ergibt sich (in der Eigenbasis {|E,)} des

Hamilton-Operators) zu: A
Z(T) = Spur (e—ﬂH) =Y e (12.1.8)

n

Fiir den Ensemblemittelwert (F') einer Observablen ¥ erhdilt man dann:

1

(F) = Spur(pgF) = Z(T)

Spur (e—ﬁﬁﬁ) (12.1.9)

Auch die wichtigsten Beziehungen fiir die innere Energie U, die freie Energie F' und die Schwankung der
inneren Energie, bleiben wie in der klassischen Mechanik:

0
= —%anN(T, V)
= _kB IHZN(T, V)

VevkpT? o 1
U VN

Definition 12.3 (GroB8kanonisches Ensemble) FEin System im Warmebad der Temperatur T, das mit einem
Teilchenreservoir im Gleichgewicht steht (chem. Potential u) wird durch den Hamiltonian H beschrieben. Au-
Berdem wird der Teilchenzahloperator N bendtigt. Fiir diesen gilt mit den Eigenzustiinden |E(N)) von H fiir
eine bestimte Teilchenzahl N:

N|En(N)) = N - |En(N)).
Fiir den statistischen Operator dieses groff}kanonischen Ensembles gilt:
e—BH—-uN) 1

PGK = BT mit 3 = T (12.1.10)

Die Normierungskonstante =(T) heifit Zustandssumme und ergibt sich (in der Eigenbasis {|E,)} des
Hamilton-Operators) zu:

=,(T, V) = Spur (e_ﬁ(ﬁ_“m) Z Y e A EnN i N Zn(T (12.1.11)
N=0 m N=0

Dabei ist z = e wieder die Fugazitiit des Systems. Fiir den Ensemblemittelwert <F> einer Observablen
erhdlt man dann:

(F) = Spur(pxF) = Spurg S F)

T - NZO; BB ) (B (V)| F| B (V)
(12.1.12)
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12.2. Beispiel: Spins im Magnetfeld

Dieser Abschnitt behandelt ein System, wie in ([Nolting 2005a], Aufgabe 2.2.2) N magnetische Spins mit
S = % befinden sich an festen Gitterplétzen in einem homogenen Magnetfeld B. Ny dieser Spins sind nach
oben und N} nach unten ausgerichtet (bzw. parallel/antiparallel zu B). Die Energie des Systems im Magnetfeld
betridgt dann:

E=~(Ny = N)upB = -MupB

12.2.1. Behandlung im mikrokanonischen Ensemble

Zustandssumme und Entropie: Die mikrokanonische Zustandssumme (Phasenraumvolumen) I'(E) ergibt
sich als die Anzahl der moglichen Zustiinde mit der Energie E. Die Energie wird vollstédndig durch die Magne-
tisierung M g = (Nt — N|)pup bestimmt. Man muss also die Anzahl der Moglichkeiten bestimmen Nt und
N jeweils untereinander gleiche Spins auf N = N} + N| Plitze zu verteilen. Man erhiilt so:

N!
I'E)=I(—pgMB) = —————
(E) = L(-psMB) = 5
Daraus kann man nach S = —kpInT'(E) die Entropie des Systems berechnen. Man nutzt noch die Stirling-
Formel In N! ~ N(In N — 1) fiir N > 1 und erhilt:
N! | |

= ]{B[N(IHN—l)—NT(InNT—1)—NL(IIIN1—1)]:
= kg[(Nt+N)(InN —1) = Ny(InN; —1) = N;(In N| — 1)] =

N N
— kp|Niln— + N, In—
B[THNTJFLHNL]

Mit M = Ny — N;und N = N} + N, gilt Ny = (N + M) und N| = (N — M). Daraus erhilt man dann
weiter:

S(E,N) = kB |:NT1I1N+NLIHN:| =

N; N,
kg 2N 2N
= 5 [(N+M)lnN+M+(NM)1nN_M

Die linke Kurve in Abb. 12.1 zeigt die Funktion S(N = 10?3, M). Fir M — 4N sind alle Spins gleich
ausgerichtet und die Anzahl der mogliche Zustinde (Entartungsgrad) geht gegen 1. Damit verschwindet die
Entropie. Fir M = 0 ist Ny = N| und man hat maximale Ungewissheit (maximale Entropie) fiir das System.

Entropie: Temperatur:
g T 50
pd
a
0.5T1 } !
-N N
. M : -50 M
N 0 N

Abb. 12.1.: Entropie und Temperatur eines Spin-Gitters im mikrokanonischen Ensemble
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Temperatur: Fiir die Temperatur T erhilt man:

1 9S asoM 1 [dS
T  0FE OMOE  ugB \OM
a8 kpr 2N N+ M 2(N + M) — 2N ON
9o _ B N+ M 1
oM PR A A G Y VA g vy v R iy
N-M2(N—M)—2N7 kg ON ON M M
N-M =B 1 mali
+ )N (Vo } 2[HN+M "N-M N N
ky N —M
= —In
2 "N+ M

Man erhilt also insgesamt:

T —

_2upB (| N-M -1
kp N+ M

Diese Funktion ist ebenfalls in Abb. 12.1 gezeichnet. Man sieht, dass man hier auch negative Temperaturen
definieren kann. Diese treten auf, wenn N| > Ny (M < 0) gilt, d.h. das energetisch hohere Niveau stéirker
besetzt ist. Der Verlauf der Temperatur ist anschaulich verstdndlich. Je hoher die Temperatur ist, desto stir-
ker stort die thermische Fluktuation die Ausrichtung der Spins im Magnetfeld. Die Ausrichtung wird also im
Grenzfall hoher Temperaturen eine Gleichverteilung sein, also Ny = N|, oder M = 0. Deswegen divergiert
die Temperatur bei M = 0 ist die Temperatur dagegen niedrig, so wird die Ausrichtung nur wenig oder gar
nicht gestort (Grenzfall M — +N).

12.3. Beispiel: System von harmonischen Oszillatoren

Man betrachte ein System von /N quantenmechanischen harmonischen Oszillatoren. Das System besitze die
Energie

hw
E=N- 7+ Nohw, N_ € Np.

Dabei ist N - % die Grundzustandsenergie des Systems und Ng gibt die Anregung (Aufsummiert iiber alle
Oszillatoren) an.

12.3.1. Behandlung im mikrokanonischen Ensemble

Zustandssumme und Entropie: Zur Aufstellung der Zustandssumme stellt sich die Frage, wieviele Mog-
lichkeiten es gibt Ny Energiequanten fw auf N Oszillatoren zu verteilen. Jeder dieser Oszillatoren kann belie-
big viele Quanten aufnehmen, sodass fiir jedes Quantum im Prinzip N Moglichkeiten zur Verfiigung stehen.
Es ist aber zu beachten, dass die Oszillatoren nicht unterscheidbar sind, sodass die N moglichen Zustéinde mit
Ny = 1 nur einen einzigen moglichen Zustand beschreiben, also nur einfach zihlen, statt N-fach. Man kann
aber folgende instruktive Schreibweise nutzen: Ein Quantum wird durch ein x symbolisiert. Nun hat man also
Ny solche x’e. Um anzugeben, wie sie auf die Oszillatoren verteilt sind fithrt man N — 1 Trennzeichen ; ein,
sodass man also insgesamt Ng + N — 1 Zeichen hat. Die méglichen Konfiguration fiir N = 2 und Ny = 3 sind
also:

XXX} X; XX XX; X ;xxx  dies ergibt zwei ungleiche Zustidnde: xxx ; X; XX

Dies ergibt also (No + N — 1)! Moglichkeiten. Nun ist aber noch zu beachten, dass Vertauschungen von x oder
; untereinander nicht zu neuen Anordnungen fiihrt. Man erhélt also endlich:

(E) = <N0+N—1) _ (No+N—1)!

N -1 (N -1 Ny!
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Die Entropie berechnet man daraus wieder mit Hilfe der Stirling-Formel (In N! ~ N(In N — 1):

(No—i—N—l)!
=  Ekg{(Ng+N-1)In(Ng+ N —1) = (N —1)In(n — 1) = NgIn N} =
= kg {(No+N)In(Ng+N)— NInN — NoIln N}

S(No,N) =  kglnT(E)=kgln

1< No, N
Dabei ist E N
No=—— —.
T hw 2
Temperatur: Die Temperatur ergibt sich zu:
1 95 950Ny 1 9§
T  OE 0Ny OE  hwdNy
95 LMo + N) + (No + V) In No — No—
= n — n — -— =
N, B 0 0 Not N 0 ONo
No+ N

= kg {ln(No + N) — lnNo} =kpln

N
=kpln|14+ —
No Bn<—|—NO>

hw . Ny+ N N\]!
T="1 —kpln(14+ =
ks T N B{“( +No)]

Daraus kann man durch umstellen ud exponieren zu folgenden Ausdruck kommen:

Zusammen hat man also:

N _hw_
1+F0:ekBT = P
oder auch: N
NO(T) = eBho _

Die Funktion em;%l wird spéter als Bose-Verteilung

eingefiihrt. Die Zahl No(T)/N gibt die durch- T T T /

schnittliche Besetzung der N Oszillatoren bei der
Temperatur 7" an. In Abb. 12.2 ist die Verteilung
No(T)/N gezeichnet. dabei wurde fw = kp -
50 K gewihlt. Man sieht, dass die Besetzung fiir
grofle Temperaturen stark ansteigt. Bei sehr klei- 0 [ , , ,
nen Temperaturen T' < % sind fast gar keine O 20 40 60 80 100
Oszillatoren besetzt, da auch nur wenige (eigent- T

lich keine) Quanten zur Verfiigung stehen.

NJ/N

Abb. 12.2.: Mittlere Besetzung Ny /N eines harmonischen
Oszillators

12.4. Beispiel: Ideales Gas

Hier soll noch einmal die Zustandssumme des idealen Gases bei einer Temperatur 7" berechnet werden. Dazu
geht man von N ununterscheidbaren, nicht-wechselwirkenden Teilchen in einem Volumen V = L, - L, - L,
mit periodischen Randbedingungen aus. Die Gas-Teilchenhaben alle die Masse m und die Energie

- h2k?

Die Wellenzahlen k; nehmen wegen der periodischen Randbedingungen nur diskrete Werte an:

k; = —n;, n; € 7.
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Zustandssumme: Da die Teilchen wechselwirkungsfrei sind, kann die Zustandssumme Produkt geschrieben
werden: Zn (T,V) = [Z1(T,V)]". Es geniigt also die Einteilchen-Zustandsumme Z; (T, V') zu berechnen. Es

gilt:
_ﬁ2h2ﬂ—2 ig + iz + niz
m \L2 12" 12

=Z0- 2y Z-

ZyT,V)=> D) exp

Ng Ny Nz

Die Summation erfolgt hier iiber alle ganzen Zahlen [—o0..00]. Fiir makroskopische Systeme kann man von
Summationen zu Integralen iibergehen und erhilt:

0o o0
212h?  n? 212R%  n?
Ly = Z exp[—ﬁ - -é]:/exp -0 - Lg] dng, =
Ng=—00 —00
oo
m L, 2 mm L, m
= —_— (& Y y = —_—— Lx
28 h 203 7h 237h?
=
=/
Von der zweiten zur dritten Zeile wurde die Substitution y = B%;hz . Z—% mit dn, = , /%% dy durchge-

fiihrt. Man erhilt dann insgesamt:

N N
m m \3N/2 1%
Z T == LxL Lz' _ = N- _3N/2. - —
whV) [ Y 23mh? ves (27rh2) AN

Dabei wurde die thermische Wellenlédnge A = ﬁ eingesetzt. Bis auf den Boltzmann-Faktor % erhilt

man also das gleiche Ergebnis, wie in Abschnitt 10.3.

Innere Energie: Man kann aus diesem Ergebnis auch sofort die Innere Energie U ableiten:

0 0 3N 3N ( m )} 3N §NkBT.

e I mzyW ) = —Z NIV =2 g 2 ()| = 22
Us=-—ggnsn(VT) = =55 I[NV = —=Inf+ ==In (555 23 2

12.5. Beispiel: Gitterschwingungen im Festkorper

Man kann die Atome in einem Festkorper ndherungsweise als System von 3N ungekoppelten harmonischen
Oszillatoren auffassen. Man erhilt dann den folgenden Hamilton-Operator:

3N N2
R P: 1 .
— J 2AR2

12.5.1. Einstein-Naherung

In der Einstein-Néherung setzt man alle Frequenzen w; = wg gleich. Die Schwingungsfrequenz ist die sog.
Einstein-Frequenz wg. Damit zerféllt der Hamiltonian folgendermafBen:

1 3N
o+ 27”“’%(92]
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Jeder der Einzelhamiltonian H; hat die Eigenwerte L, = (n + %) hwg und die Eigenvektoren |n). Man be-
rechnet zunichst die Zustandssumme:

3N

ZN(T, V) = [Z1(T,V)]3N:[Spure_ﬁﬂl]SN: S nleMny| =
)

3N ~ 3N
;6—5(n+§)hwp;] — exp <_/3Nh‘“‘2JE) [Z (e—ﬁﬁw>n] _

n=0
3N
hwg T e hwp e2he
- o <_ﬂN 2 > [1—6»%] =P\ TN ) | e e | T
3N
B 1
~ | 2sinh (%ﬂhwE)
[e.e]
Es wurde die konvergente geometrische Reihe ) ¢" = 1%(1 verwendet.
n=0

Innere Energie: Man berechnet nun die innere Energie:

UT,N) = —%IHZN(T):3N%IH [2sinh (;ﬁhwE>] =
3N ! 2 cosh <lﬁhw ) 1hw
= . -2cosh | = - = =
2 sinh (%ﬁhwE) 2 B)a™F
= 3N§wE coth (;ﬂﬁwE)

Waéarmekapazitat: Aus der inneren Energie erhilt man die Wirmekapazitiit:

o _ OU _ 3Nhop 8COth<hwE>

or 2 oT 2%kpT
3Nhwg -1 —2kphwry 3 N (hwE>2 -1
= . . = — B . =
Poosie () GRTT T ART s ()

B [22) > exp(0g/T)
_3N@<T>[wM%ﬂU—W

Dabei wurde - coth(z) = benutzt. und die Einstein-Temperatur 05 = n,j—;. Fiir hohe Temperatu-

ren 7' > O gilt:

1
sinh?(z)

exp(0p/T) 1 1

lexp(0/T) — 12~ [(1+60g/T) = 11> (0p/T)>

Daraus erhilt man dann sofort C — 3Nkp.

Physikalische Diskussion: Die Abb. 12.3 zeigt die berechneten Kurven.
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innere Energie War mekapazitat
U 3Nk,

C

&
3/2 Nk,

T T

Abb. 12.3.: Innere Energie und Wirmekapazitt im Einstein-Festkorper

Man sieht, dass die innere Energie im Quantenmodell fiir 7" — 0 einem festen Wert ungleich null zustrebt (im
Gegensatz zum klassischen Modell). Dies kann man durch die Grundzustandsenergie der quantenharmonischen
Oszillatoren erklidren. Die Wirmekapazitit strebt fiir 7' — 0 gegen O (3. Hauptsatz) und ndhert sich fiir grofle
Temperaturen ihrem klassischen Grenzwert 3N kp (DulLong-Petit-Gesetz).
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13. Quantengase

Dieses Kapitel beschreibt ideale Gase aus Fermionen und Bosonen (sieche Abschnitt 2.5) und deren Eigen-
schaften mit Hilfe der statistischen Physik. Die Gase sind ideal, d.h. es gibt keine Wechselwirkungen zwischen
den Gasteilchen. D.h. die Hamilton-Funktion zerfillt in eine Summe von identischen Einteilchen-Hamilton-
Funktionen (V' (%) ist das Potential, in dem sich das Gas befindet):

N P2 X
=S "a" mic 7= o V() (13.0.1)
=1

Mit der Energie-Eigenbasis {|,)} des Hamilton-Operators H lisst sich dieser iiber die Auf- und Absteigeope-
ratoren fiir die einzelnen Teilchen schreiben:

N N
H=> €l da, =Y €fa, (13.0.2)
=1 =1

Mit dieser Darstellung sind die Fock-Zustidnde aus Abschnitt 2.5 Eigenzustinde des Hamilton-Operators und
es gilt:

N
H|N;..ng,..)H) = <Zernar> NS g, ) &) (13.0.3)
r=1

... und natiirlich auch den Teilchenzahloperators N:

N
NIN; .1, ) = N-N;..ng,.) ), N=>"n, (13.0.4)
r=1

13.1. Zustandssumme und thermodynamische Eigenschaften

Um die Quantengase statistisch zu behandeln betrachtet man die GroBBkanonische Zustandssumme dieser Gase.
Aus ihr lassen sich dann alle thermodynamischen Eigenschaften solcher Gase ableiten (sieche Abschnitte 11
und 12.1). Befindet sich also ein Quantengas bei der Temperatur 7" und dem chemischen Potential ¢ in einem
Volumen V, so gilt nach Definition:

2,(T, V) = Spur e A=) (13.1.1)

Als Eigenzustinde von H und N sind die Fock-Zustinde gut geeignet, um die Spur (die ja Basis-unabhingig
ist) zu berechnen:

0o 2pnr=N
E}(lﬁ:) (Tv V) = Z Z eXp [_ﬁznr(er - ,U')] =
N=0 {n,} r

[e%s) Zr nr=N N

= Y S [Texol=fnler— ]

N=0 {n,} r=1

Die Summation iiber n, lduft iiber alle moglichen Kombinationen von Besetzungszahlen, die insgesamt N
Teilchen ergeben. Da aber zusitzlich auch iiber alle moglichen Teilchenzahlen N summiert werden muss (die

o0 Z'r nr=N
Teilchenzahl N im grofkanonischen Ensemble liegt ja nicht fest) kann man die Summation . >  auch
N=0 {n,}
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als Summenkombination » )Y " --- > - interpretieren, da im ersteren Ausdruck sicher auch alle Kombinatio-
ni n2 Ny

nen vorkommen, die im Zweiten vorkommen. Damit erhélt man aus obigem Ausdruck fiir E,(Ai) (T,V):

(Z e—ﬁm(ﬂ-#)) . (Z 6—5712(62—#)) o (Z 6—5”r(€7‘—#)> R

ni na za

- 1I <; eﬁnr(eru)> -TI <Z [eﬁ@w)}m) .

r r Ny

=(x
=EE(T,V)

Fiir Bosonen wird iiber n, > 0 summiert. Dann steht im Produkt eine geometrische Reihe mit ) ¢" = -

1—q
'
und man erhilt fiir die Zustandssumme und das groBkanonische Potential 2 = —kgT' InZE;:
Satz 13.1 (groBkanonische Zustandssumme und Potential fiir Bosonen)
1
. =(+) — - -
Zustandssumme: BT, V) H L - e_ﬁ(sr_ﬂ):| (13.1.2)
'
groflkanonisches Potential: QT V, 1) = —kpTIn El(j') (T,V) =kpT Z In [1 - 6_5(6’“(-1’3)-}-3)
T
Fiir Fermionen wird nur iiber n, = 0,1 summiert werden, sodass nur zwei Terme im Produkt auftreten
[6_6(67"_“)]0 = 1und [e‘ﬁ(“_“)] f o e~ A(er=1) und man erhilt:
Satz 13.2 (groBkanonische Zustandssumme und Potential fiir Fermionen)
Zustandssumme: EL_)(T, V) = H [1 + e_’g(e’“_“)] (13.1.4)
T
grofkanonisches Potential: Q(_)(T, Viop) = —kpTln EL_)(T, V)= —k:BTZ In {1 4F 6_5(6(’1—3%]5)
'

Die Volumenabhingigkeit tritt in den Ausdriicken (13.1.4)-(13.1.5) tritt nicht explizit zu Tage. Sie steckt in
den Energieeigenwerte ¢,, die i.A. volumenabhingig sind (siehe z.B. ein quantenmechanisches Teilchen im
Kastenpotential).

Als nichstes kann man den Erwartungswert der Teilchenzahl

o 0

NYE) = 22— kg7 — In=(H)
(N) op — Ty &)
berechnen:
. 1 N 1
(+) — - =) —
(N)™ = Z eBler—m) — 1 ()" = Z Bl 11 (13.1.6)
Dies ist dquivalent zu der einfachen Deutung:
N = <N> = Z (i)
r=1
Die Gleichungen (13.1.6) lasse sich leicht berechnen (beispielhaft fiir (N >(*)):
. 00) o 1
=) = == _ = —Bler—n) | — Nt e Ble—n) —
() o kBTZT: 5 [1 te } kT Z s e
e_/B(€7‘_/’L) 1
B zr: 1+ efﬁ(ﬁfﬂ) B zr: eﬂ(ﬁr*/‘) +1
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Aus der Zustandsgleichung pV' = (V) kpT des idealen Gases kann man so die thermische Zustandsgleichung

der idealen Quantengase aufstellen. Die innere Energie erhilt man aus U(~) = —% In EL_) (T, V) + ,u(N y(=)
(siehe auch (11.2.7)):

_ 0 . S Sy (= 0 —B(en—
v = —%m;g (T, V) + p(N)YO) = (W) — %Zln [1 4Bl W} -
_ _ _6(57"_#) _
) (e — e _ 1 (60 — )
M<N> ; 1+ g‘ﬁ(ﬂ"‘ll) ; @/B(ET—H) +1 + 2 eﬁ(ﬁr_li) +1
Daraus erhilt man dann schlieflich (analog fiir U (+)):
(=) — & (+) — &
U = Z e Ut = Z e (13.1.7)

Dies ist dquivalent zu der einfachen Deutung:

U:<ﬁ>:2<ﬁr>6T

r=1
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13.2. Bose-Einstein- und Fermi-Dirac-Verteilung

Die bekanntesten Beziehungen der statistischen Theorie der Quantengase sind die Statistiken, die die Beset-
zungszahlen der Fermionen und Bosonen in einem Potential beherrschen. Man berechnet also (beispielhaft)
den Mittelwert (fi,.)(™) der Besetzungszahl der Fermionen:

<ﬁr>(_) = =) Z Z ny €xp

o N=0 {n,} P
10 a0)

frnd _— 1 = _) T J— —
ﬁ 867- n 14 ( 7V) 667.

(13.15) Oe, 14+ e Bler—p)  eBler—p) 41

Insgesamt kommt man also zu folgenden Sitzen:

Satz 13.3 (Bose-Einstein-Verteilung) Der Erwartungswert der Besetzungszahl von Bosonen in einem Poten-
tial verhdlt sich nach der Bose-Einstein-Verteilungsfunktion:

1

A,y (H) — _
(8)" = frler) = ey (13.2.1)

Diese hat folgendes Aussehen:

Q

=

1-

0 'k E
0 u

Fiir E — p divergiert die Verteilung. Fiir E < p wiirden sich negative Besetzungszahlen ergeben, was als
unphysikalisch ausgeschlossen wird. Das chemische Potential | eines Bosegases muss also immer kleiner als
die niedrigste erlaubte Energiestufe Ey sein:

p < Eo

Je hoher die Temperatur (innere Energie) des Gases, desto mehr Zustinde hoher Energie sind besetzt und
desto breiter wird die Verteilung. Im Falle T' — 0 ist die Verteilung unendlich schmal und der Grundzustand
des Systems ist makroskopisch besetzt — Bose-Einstein-Kondensation.
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Satz 13.4 (Fermi-Dirac-Verteilung) Der Erwartungswert der Besetzungszahl von Fermionen in einem Po-
tential verhdlt sich nach der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion:

1

a W=) — _
<n7"> — f— (67’) - 6,3(67»—/,6) + 1 (1322)
Diese hat folgendes Aussehen:
)
=
=1k —————
T=10K
T=20k ———
= =50k ——
T=0K
0 |
E

Fiir niedrige Temperaturen ist die Verteilung eine Stufenfunktion
FI=(B) = (T = 0) — E)

und es sind alle Niveaus bis zur Fermi-Energie Er = p(T = 0) besetzt. Je hoher die Temperatur wird, desto
breiter wird die Verteilung und desto mehr Zustinde E > Er werden besetzt.
Die Fermi-Funktion weist folgendes Symmetrieverhalten um die Stelle E = i auf:

1

fln=B)=1-f (u+8), [ (E=p)=5 (13.2.3)
Die Ableitung der Verteilungsfunktion hat folgende Form:
B(E—w)

_ gy = PR 13.2.4
HJEA JL(E) [eﬁ(E’fu) N 1]2 ( )

\ Diese Funktion wird umso schdrfer, je niedriger die Temperatur

\ wird. Fiir T' — 0 ndhert sie sich einer §-Funktion an.

o E>

=Al ]
T

Fluktuationen: Es ist interessant die Fluktuationen der Teilchenzahlen zu betrachten. Diese geben ein Maf3
fiir die Breite der Verteilung. Das qualitative Verhalten wurde ja schon in den obigen beiden Sitzen angedeutet.
Um Aussagen iiber die Fluktuationen zu erhalten berechnet man die Standardabweichung der Verteilungen
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Bei der Berechnung der Verteilungen (1i,.) am Anfang dieses Aschnittes wurde gezeigt, dass folgender wichtiger
Zusammenhang gilt:

1 0
B Oe

Um nun einen Ausdruck fiir <ﬁ%> herzuleiten geht man wie vorher vor. Allerdings muss man zweimal nach der

Energie ¢, ableiten, um n? aus dem Exponenten zu erhalten. Um keine Probleme mit den Ableitungsoperatoren

zu erhalten leitet man nun auch nicht den Logarithmus ab, sondern die Zustandssumme direkt. Man erhélt also:

o =N
@ o= L3 wew [—ﬁznp<ep—u)]=

() = InE,(T,V) (13.2.5)

11 0% _
= @ET@?%“’AT’V)
Insgesamt erhidlt man dann:
11 82 1 9 2
2 ~2 2 —_
= — ()= — 5, (T\V In=,(T,V)| =
= (@)~ (1) = E g =T V)~ |5 g =T )]
11 62 _ 11 [0 _ 2
- FEea TV g )] -
11062

= ———h=E,/(T,\V
=, 32 0e? nEu(TV)

Fiir die letzte Umformung wurde folgende Einfach Beziehung (riickwirts)benutzt:

O x o O (LoX) 10X 1 (0X\
o2 " T oE\X0E) T X0E2 X2 \OE

Nun kann man einfach weiter rechnen, indem man die grokanonische Zustandssumme der Quantengase ein-

setzt:
1 1 62 10
? = =5 InE (T V — (f,) =
7 =, B2 0c2 =u(TV) = — 550 ()
—f3 - ePler—m) .eBler—p)

B [efler—n) + 1]2 n [eBler—r) + 1]2

Man kann dann noch die relative Schwankung berechnen:

9 < > — 1 Fermionen
o
— =Pl (13.2.6)
(1) < (+ > +1 Bosonen
Setzt man statt der Quantenverteilungen die Maxwell-Boltzmann-Statistik (siehe klassische groBkanonisches
Ensemble in Abschnitt 11) (1) = E—lue*ﬁ(H ~HN) ein, so ergibt sich ﬁ = ﬁ Fiir die Bosonen sind die

Fluktuationen also grofer und fiir die Fermionen kleiner als in der klassischen Boltzmann-Statistik. Dies liegt
daran, dass sich Fermionen durch das Pauli-Prinzip gegenseitig behindern, wihrend Bosonen dies nicht tun.
Fiir Fermionen gibt es also eine effektive, abstolende Kraft und fiir Bosonen eine anziehende. Dies wird spéter
noch deutlicher werden.
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13.3. Das ideale Fermi-Gas

Hier soll nun ein ideales (also wechselwirkungsfreies) Gas aus ununterscheidbaren Fermionen besprochen wer-
den.

13.3.1. Zustandsgleichung

Man mochte nun zuerst das groBkanonische Potential berechnen. Nach (13.1.3) gilt ja:

Q(_) (T’ Vv”u) = _kBT In E,I(L_)(Ta V) = —kTBTZID |:1 + e_fg(er_li)]
bzw.  WE()(T,V) = —pQ0N(T,V, p)

Im folgenden wird der Index (—) weggelassen, da ja klar ist, dass es sich um Fermionen handelt. Es stellt sich

also die Frage, wie man die Summation | tatséchlich ausfiihren kann. Dazu betrachtet man die Quantenbe-
T

schreibung von Teilchen als Wellenpaket. Jedes Teilchen ist dann durch einen Wellenvektor k (Quantenzahlen)
vollstindig beschrieben (evtl. muss man noch den Spin hinzunehmen). Man kann sich weiter das Volumen
als Kasten der Ausmale L, Ly, L. vorstellen, in dem die Teilchen (mit periodischen Randbedingungen) der
folgenden Bedingung gehorchen:

2

kw,y% = L
T,Y,z

Ngyzr Nayz €L (13.3.1)

Dies ergibt ein Volumen des Rasters der Quanten zahlen von:

(2m)°
Ak = 13.3.2
e (1332)
Die Energie eines jeden Zustandes ist gegeben durch:
Rk
k) =—— 13.3.3
(k) =% - (1333)

Jede Energie ist bei einem Spin S-System 25 + 1-fach entartet. Damit fithrt man die Summe {iber:

Y o254+ = (25+1)— ! /d%zw/d?’k:W/d?’p (13.3.4)

- — Ak (2m)3
Damit kann man dann formulieren:
25 +1 (2 1 7 2);2
— BT, V, p) = W/ln [l—l—e_ﬁ(e’“_“)} Bk = S+ V47r k2 1n [1+Zexp< 5“)} dk
T
0

Bei der letzten Umformung wurden Kugelkoordinaten im k-Raum verwendet, da die Energie nur von k2 ab-

hingt (daher der Faktor 47r). Um diesen Ausdruck zu vereinfachen substituiert man x = hk+/ % Daraus erhilt

3/2
man sofort k? dk = ( %) 22 dx. Es bleibt dann folgendes Integral zu berechnen (mit therm. Wellenlinge

(28 +1) 4V 3/27 , C@S+1)4v [, e
BUT,V, n) = NG 27rﬁh2 z°In 1+ze }dx_—)\i”\/% x ln[1+ze }dw
~—-~——0
_1//\3

© 2004-2006 by Jan Krieger (http://www. jkrieger.de/) -97 -


http://www.jkrieger.de/

13. Quantengase

Das Integral in diesem Ausdruck kann mit Hilfe der Reihenentwicklung des Logarithmus (In(1 + y) = y —
y?/2 +y3/3 F ...) ausgewertet werden. Man definiert nun die folgenden Funktionen:

o 00 o
—x2y\ _ n+1 z" _ d _ n+1 z"
Fole) =z [t 27 = 2 IS ) = 2 ) = S0
0 n= n=
(13.3.5)
Damit gilt dann fiir das grokanonische Potential {2 = —pV:
25 +1
BUT,V, z) = s V- f5/2(2) (13.3.6)

In der thermischen Zustandsgleichung soll nicht mehr die Fugazitit 2 als Parameter auftreten, sondern die
Teilchenzahldichte n = @ Mit (11.2.6) erhélt man:

(N) = za(gzg) = (25;(;))' Y + f3y2(2) (13.3.7)

Aus (13.3.6) und (13.3.7) kann man dann im Prinzip die Fugazitit z eliminieren und erhélt die thermische
Zustandsgleichung des idealen Fermi-Gases.
Fiir die kalorische Zustandsgleichung geht man von folgender Darstellung der inneren Energie aus:

. 3}
U= —EIHE# +u(N)=——In=E,

op op
Man kann den zweiten Summanden so umformen, dass er dem ersten gleicht. Dazu verwendet man 3 = lnf
und damit 8’6 = 1 1 . Es gilt dann:
- a(BQ) 0 _25+1 op
N = = [p— J— v . _ —
#N) (13.3.7) He 0z  (133.6) He op A3 J3/2(2) 0z
—~
=1/(n2)
25 +1
= —?'V'%ﬂ%ﬂ(z):
25 +1 o) A3 _
= Ve e e - InE,
BO=—InE, A3 op \ (25 +1)V
Nun nutzt man A = N :1 =T = \/2’:1'7771\/3 Damit erhélt man dann einfach %—’\; = ( ) 3VB = 3/\3
Dies setzt man in obige Rechnung ein:
- 0 . _ 3. _ 3
u(N) = %ln:u—i—%ln:u 8Blnau—&— —pV
Damit folgt dann insgesamt:
28 + 1
U= fpV = fk:BTV f5/2(2) (13.3.8)

Der erste Teil von (13.3.8) entspricht den Ergebnissen, die man fiir das klassische ideale Gas aus pV = NkgT
und U = 2BkpT erhilt.

13.3.2. Klassischer Grenzfall - < 1

Zunichst soll die Bedeutung der Bedingung 2z < 1 ermittelt werden. Dazu geht man von (13.3.7) aus und
bricht die Reihenentwicklung der Funktion f3/5(2) nach dem zweiten Glied ab, also f3/5(2) = 2z —
ergibt sich dann:

. 28 +1)-V 22 NIN(T 22
TRV AR N AT

2
23/2 Damit
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Damit beschreibt die Bedingung z < 1 gerade den Grenzfall kleiner Dichten n = % und kleiner DeBroglie-
Wellenldngen. Die DeBroglie-Wellenldngen heifler Teilchen sind klein, sodass man den Fall kleiner Dichten n
und hoher Temperaturen 7" betrachtet.

Die Fermi-Statistik geht in diesem Fall in die Boltzmann-Statistik iiber:

1

5 n 7 N Ze_ﬁer — 6_6(67‘_M)
zorertr

(ﬁr> =

Weiter ldsst sich zeigen, dass man die folgende Zustandsgleichung erhélt:

- nA3
pV = (N)kgT (1 + ‘M2(25+1)>

13.3.3. Entartetes Fermi-Gas (z > 1)

Das entartete Fermi-Gas beschreibt den Grenzfall sehr kleiner Temperaturen 7' < Tp = p/kp, bzw. z > 1.
In diesem Fall ist die Kante der Fermi-Verteilung sehr steil.

Zustandsdichte: Zur Beschreibung der Eigenschaften von Quantengasen ist oft die Zustandsdichte des Sys-
tems von Nutzen (siche auch Definition 9.4). Sie gibt die Anzahl der Zustéinde im Energieintervall [E, E + dE]
an und ist hier folgendermaflen definiert:

V. d
@2r)3dE”

D(E)dE = 22 +1 / Pk = (25 + 1) (E)

Ak
E<e(k)<E+dE
Dabei ist p(E) die Anzahl der Zustinde mit Energie < E, also:
o(E) = / 3k

e(k)<FE

Im k-Raum ist wie gehabt die Energie durch e(E) = 22—5 gegeben. Damit ist o(F) das Volumen einer Kugel

mit Radius k = 2’,’;2E (Fermi-Kugel), also:

Man erhilt dann (Ak = (2‘7;)3 ):

Korollar 13.1 (Zustandsdichte der idealen Quantengase)

V. (2m)\3/2
D(E):{(2S+1)4ﬁ2(h )" VE E20 5 g5 (13.3.9)
0 sonst

Damit erhiilt man die bei der Temperatur T besetzten Zustinde iiber D(E) - f+(E), wobei f1(E) die Fermi-
bzw. Bose-Funktion des Systems ist. Mit der Fermi-Energie Erp = pu(T = 0) und der Teilchenzahl N gilt auch:

SN_.VE E>0
D(E) = { 25" - (13.3.10)

0 sonst

Der Radius k£ = kr der Kugel im £-Raum wird als Fermi-Vektor bezeichnet. Die Energie, der er entspricht,
wird Fermi-Energie genannt und berechnen sich bei fester Teilchenzahl NV zu:

2 N 1/3 22 72 2 N 2/3
kF=< 6 ) O L < om ) (13.3.11)

25 +1 V om  2m\2S+1 V
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Mit dem Formalismus der Zustandsdichte konnen die Funktionen f3/5 und f5/5 aus (13.3.5) noch etwas
allgemeiner interpretiert werden. Man kann nédmlich die Berechnung von —(3{) = InZ, auch mit Hilfe von
D(FE) durchfiihren und erhélt dann:

o0 N o0
In=, = / D(E)In <1+ze_ﬁE> dE = 332/ VE In (l—l—ze_ﬁE) dE =
0 2EY% Jo >~ ,

=u
=v

00 0o - —BE
- 3N { [QE?’/? In (1 + zeﬁE)] —/ 2EWBLE dE} =
part. Integration QE;/ 2 3 0 0 3 1+ ze B

B 3N 25 E3/2 iE
- 3/2 »1efE {1
2EY!

Man definiert nun:

Definition 13.1 (Fermi-Dirac-Funktion)

00
F o) / s 1 (13.3.12)
0
Fiir diese Funktionen gilt:
ngy(z) =271, _1(2) (13.3.13)

Durch Vergleich mit den vorherigen Ergebnissen sieht man, dass es sich um die selben Funktionen handeln
muss. Die Funktionen haben folgendes Aussehen:

f. z:

3 n=7/2
2.5 n=>5/2

2 n=23/2
1.5

1
0.5

—4 V4

1 2 3 4

Sommerfeld-Entwicklung: Im folgenden miissen oft Integrale der Form

o0

1(T) = / 9(E)f_(E) dE

—00

gelost werden. Dabei ist f_(E) die Fermi-Funktion. Im klassischen Grenzfall £ < 1 kann man die Reihen-
entwicklung von f_ schnell abbrechen und so /(7") exakt berechnen. Im Falle eines entarteten Fermi-Gases
(z > 1) geht das nicht mehr. Da in diesem Fall die Fermi-Funktion bis auf einen kleinen Bereich um die
Fermi-Energie E'r einer ©-Sprungfunktion entspricht wird der Wert von (7) hauptséchlich durch das folgen-

de Integral (1" = 0) bestimmt:
Er

—00
Die Abweichung von I(7") von diesem wert wird nur durch das Verhalten von ¢g(£) in der Fermi-Schicht um
die Fermi-Energie Er = p(T = 0) gegeben.

Fiir die Funktion g(E') verlangt man die folgenden drei Eigenschaften:
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1. g(E) -0 (E — —o0)
2. g(E) divergiert fir E — oo hochstens wie eine Potenz von E, oder bleit sogar endlich

3. g(E) ist reguldr in der Fermi-Schicht.
Man definiert nun das Integral G(E) der Funktion g(E):
E
G(FE) = / g(e)de mit G(E) — 0 (E — —o0)
—o0

Mit dieser Funktion kann man nun I(7T') partiell integrieren:

I(T) = [G(EB) - - (B)~., / G(E

Vap = - /G

Der erste Summand wird 0, da fiir £ = oo die Fermi-Funktion und fiir £ = —oo die Funktion G(E) ver-
schwindet. Nun entwickelt man die Funktion G(E) nach Taylor und um F = p erhilt:

GE)=-G(u)+)_ = ;vﬂ)n (de;nG(E)>E
n=1 : =p

Dies kann man nun in den Ausdruck fiir I(7") einsetzen und erhilt fiir den ersten Summanden:

0o 7
W) = =6 [ LB am = = [ g0 ae

—00 —00
Die weiteren Terme der Entwicklung geben dann Korrekturterme zu diesem Wert. Dieses Ergebnis wurde ja
schon oben motiviert. Fiir Funktionen, mit der Abschitzung

il 9(E) ~ 90

dE™ -
konvergiert diese eben skizzierte Reihenentwicklung sehr schnell und man erhilt:

E=u H
Satz 13.5 (Sommerfeld-Entwicklung)

I(T):/ g(E)f_(E)dE = / )dE + = (k: T)%g (1) + ;go(k T)Y4g" (u) +...  (13.3.14)

—00

Da die Zustandsdichte D(E) die obige Bedingung erfiillt kann man viele Eigenschaften des entarteten Fermi-
Gases mit ihr berechnen.

chemisches Potential: Die mittlere Teilchenzahl (N) = N berechnet sich niherungsweise iiber das folgen-
de Integral:

7.‘_2
N~ / D(B) dE + = (kpT)* D' (1)

Dabei wurde die Sommerfeld-Entwicklung (13.3.14) verwendet. Setzt man die Zustandsdichte in der Form
(13.3.10) mit Fermi-Energie E'r und Teilchenzahl N ein, so ergibt sich:

I
d [ 3N
~ 2 _ _
N = /2E3/2 VE dE + 6(kBT) dE( 7 @)E
—00 =H

3N 2 3" w2 3N 1
= VE —(kpT)?- =
2E3/2 [ \F}OOJF g krT) 2E3/2 2\l

1 3/2
= N . (EF‘> .
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Nun kann man N kiirzen und in die Potenz 2/3 erheben. Mit der Reihenentwicklung (1 + z)™™ = 1 + o
erhilt man dann:
+71'2 kT 2 +27T2 kgT 2
8 w 3 8 I
Hieraus ldsst sich durch Umstellen schlielich die Temperaturabhéngigkeit des chemischen Potentials ermitteln:
1 w2 (kT 2
12 \ EF

Da der Korrekturfaktor in typischen Fillen sehr klein ist, kann man ihn gegeniiber 1 vernachlidssigen und
erkennt, dass die Fermi-Energie ein guter Schitzwert fiir das (nahezu konstante) chemische Potential p ist.

2/3
M

Er

w(T) ~ Ep (13.3.15)

Innere Energie: Analog zum letzten Absatz kann man nun auch die innere Energie mit Hilfe der Sommerfeld-
Entwicklung berechnen:

U

Q

I
N 2 N
/3 -E3/2dE+7;,(kBT)2d<3 -E3/2> -
E=p

3/2 dE 3/2
o 2EY 2EY

3N 2 5 T

= p'* + —(kgT)
25325 6

3N 3
2

,\f:
2p%22

N e (ke [
Er 8 Er Er

Setzt man nun den Ausdruck (13.3.15) fiir das chemische Potential ein, so erhélt man weiter unter Verwendung
von (1 —z)" ~ 1 — na:

3N 5.2

sES2T
—_——
=:U(T=0)

572 (kgT\? 572 (kgT\? 172 (kT \?>
v o= U(T—O)[1_212<EF> +8<EF> 1_212<EF> ~
572 (kpT\* .
~ — 1
U(T 0)[ + 5 (EF> +O(TY

Man erhilt also endgiiltig:

3 572 (kT \>
TY~ -NEp |14+ — [ =— 13.3.1
U(r)~ N Er +12(EF) (133.16)
Warmekapazitat: Die Wiarmekapazitit ¢y = g—g ergibt sich aus (13.3.16) zu:
kpm®T 3 ,
cv = B2 Nkp < SNk = it (13.3.17)

DuLong-Petit

Dieses Ergebnis kann so interpretiert werden, dass die Elektronen (Fermionen) nur wenig zur Warmekapazitit
eines Metalls (Leitungselektronen als Fermi-Gas) beitragen. Der Hauptbeitrag kommt durch die Gitterschwin-
gungen (Phononen), die Bosonen sind zustande.
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Thermische Zustandsgleichung: Mit der Beziehung U = %pV, die fiir Fermi-Gase exakt gilt, erhilt man
die thermische Zustandsgleichung des idealen, entarteten Fermi-Gases:

2 2
|4 o (keT
12 \Ep

Im klassischen Gas verschwindet aufgrund von pV = NEkgT der Druck am Temperaturnullpunkt. Fiir ein
Fermi-Gas gibt es einen Nullpunktsdruck

2
pV = -NEg

13.3.18
3 ( )

_ 2NEp

Pbo = sV

Dieser erklirt sich iiber das Pauli-Prinzip, dass nur 2S+1 Fermionen im Grundzustand zuldsst. Die restlichen
Teilchen haben Impulse p’ > 0, die den Druck pg erzeugen.

Entropie: Fiir die Entropie gilt U = T'S+ F'. Hier ist F' die freie Energie, also der Anteil von U, der reversibel
in Arbeit umgewandelt werden kann. Mit F' = yN —pV und U = % pV folgt dann:

1 1 2 1 /5
— WU -F)==(U-uN+ZU) == (20— uN
S T(U ) T(U ] +3U> T<3 ,u)

Setzt man in diese Beziehung die bisherigen Ergebnisse ein, so erhilt man mit der Fermi-Temperatur Tr =
FE F / k B

_ Nkpr®> T

S
2 1TIF

(13.3.19)
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13.4. Das ideale Bose-Gas

Hier soll nun ein ideales (also wechselwirkungsfreies) Gas aus ununterscheidbaren Bosonen besprochen wer-
den. Man méochte zunichst die Zustandssumme Z,(7, V') des Systems bestimmen. Wie im vorherigen Ab-
schnitt auch, soll nicht =, direkt berechnet werden, sondern sein Logarithmus, also In=,, = —/3(). Fiir die
Einteilchen-Energie wird, wie im Abschnitt 13.3 die folgende Beziehung benutzt:

h2k?

e(k) = o

Sie muss natiirlich fiir relativistische Gase, oder z.B. auch fiir das Photonengas abgewandelt werden. In Satz
13.3 dargestellt gilt fiir das chemische Potential:

M<E0:€(0)=0

Dabei ist Ey die kleinste erlaubte Einteilchen-Energie (der niedrigste Energiezustand), der sich hier zu 0 ergibt.
Wire p > Ejy, so wiirden sich negative Besetzungszahlen ergeben, die unphysikalisch sind. Das gas befinde
sich wieder in einem Quader mit Volumen V' = L,L,L. mit periodischen Randbedingungen, sodass sich

wieder die Quantelung

2 7
L nx,y,z; nx,y,z S
Z,Y,z

kz,y,z =
ergibt. Im Thermodynamischen Limes kann man dann wieder die Summen in der Zustandssumme durch Inte-
grale ersetzen, wie das in Abschnitt 13.3.1 (siehe dort Formel (13.3.4)) durchgefiihrt wurde.

Bei Bose-gasen ergibt sich nun fiir den Grundzustand ein ernsthaftes Problem, das auf di sog. Bose-Einstein-
Kondensation fithren wird: Nahert sich das chemische Potential ;o seiner Oberen Grenze eg = 0, so wird
—fBu < 1 und man kann fiir die Besetzung des Grundzustandes eine Reihenentwicklung durchfiihren:

1 1 1 1

(o) = b0 —1 e Br—1 11— B+ O((Bu)?) — 1 ~ B (13.4.1)

Dies bedeutet aber fiir p — 0, dass (1ip) beliebige makroskopische Werte annehmen darf. Andererseits gilt
die Zustandsdichte D(FE) V'E aus (13.3.9) auch fiir das Bose-Gase, sodass der Zustand £ = ¢y = 0 ein
verschwindendes statistisches Gewicht erhilt, obwohl er ja makroskopisch besetzt ist. Um dies zu iiberwinden
wird ein Term fiir den Grundzustand aus der Zustandssumme herausgezogen und gesondert aufgefiihrt. Im Falle
des Fermi-Gases war dies nicht notig, weil das Pauli-Prinzip die Besetzungszahl auf maximal 1 beschrénkt. Sie
ist also nie makroskopisch, das N >> 1 im thermodynamischen Limes gilt.

Der Zusitzliche Summand im Logarithmus der Zustandssumme hat die Form (25 + 1) In(1 — z). Der Faktor
25 + 1 kommt von der S-fachen Entartung des Grundzustandes (Spin-Entartung). Der Rest ergibt sich durch
Einsetzen von Eo =0.

Nun kann man die Berechnung der thermodynamischen Eigenschaften analog zu Abschnitt 13.3.1 ausfiihren:

Durch die Substitution x = hk+/ % kommt man auf folgendes Integral:

(25 +1)-4V [
N

0

BT, V, 1) = (28 +1)In(1 — 2) + 2% 1n [1 - ze—w"’] dz

Man definiert wieder eine Funktion, die dem hier aufgefiihrten Integral entspricht und erhilt:

4 T 9 a2 > 2" d = 2"
or/2() = ——= [ a1 =z - S| [owale) =g =X | 342
0 n= n=
Mit diesen Summen erhilt man dann:
2S5 + 1)V
BUT,V,z) = (25 +1)In(1l — 2) — ()\3)95/2(2) (13.4.3)
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Mit 2 = —pV erhilt man dann fiir den Druck p:

25 +1 25 +1
Bp = B — 53— 95/2(2) —

n(1 - 2) (13.4.4)

Nun kann man auch auch die Teilchendichte n = @ berechnen, es gilt ndmlich:

N d(Bp) 2541 29 +1 =z
v "o ), N 932(2) + =7

(134.5)

Aus den Ausdriicken (13.4.4) und (13.4.5) kann man im Prinzip die Fugazitit z eliminieren und kommt so zur
thermischen Zustandsgleichung des Bose-Gases.
Zum Schluss soll noch die kalorische Zustandsgleichung berechnet werden. Es gilt:

U= _ @muz(if V)>z,v < 559(T“))2,v

Setzt man hier (13.4.3), so ergibt sich wie fiir (13.3.8):

25 +1
U= kaTV S5 952(2) (13.4.6)

13.4.1. Bose-Einstein-Funktionen

Im Abschnitt 13.3.3 {iber das entartete Fermi-Gas wurden die Fermi-Dirac-Funktionen eingefiihrt. Der Zustandsdichte-
Formalismus wird erst spéter in diesem Kapitel eingesetzt. Hier soll aber schon das folgende Ergebnis vorweg-
genommen werden. Statt der Definition (13.4.2) kann man die Bose-Einstein-Funktionen auch folgendermal3en

berechnen:
Definition 13.2 (Bose-Einstein-Funktion)
F v—1
1 [
= d 13.4.7
90(2) I'(v) / 1w — 1% ( )
0
Fiir diese Funktionen gilt:
0 _
%gl,(z) =z2"1g,_1(2) (13.4.8)
Die Funktionen haben folgendes Aussehen
9.z
2.5 n=3/2
2
1o n=>5/2
q n=7/72
0.5
— z
0.2 0.4 0.6 0.8 1

13.4.2. Klassischer Grenzfall » < 1
Die Bose Verteilung geht in diesem Grenzfall in die Boltzmann-Statistik iiber:

1

ey e =
Z e T —

(ﬁr> =
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Auch hier kann man g5 /5(2) und g3 /5(z) in Reihen entwickeln und erhilt fiir die ersten Glieder (die Beitrige
hoherer Reihenglieder konnen vernachléssigt werden):

22 22
g5/2(z)%z+ﬁ, 93/2( )NZ+23/2

Weiter ldsst sich zeigen, dass man die folgende Zustandsgleichung erhélt:
- nA3
V=(N)kgT|(1l— ————
PV = (Noks ( 4\/5(2S+1))

Dies ist das gleiche Ergebnis, wie in Abschnitt 13.3.2, bis auf das Vorzeichen des Korrekturterms.

13.4.3. Bose-Einstein-Kondensation (z = n)\* 5 1)
Man betrachte nun noch einmal (13.4.5), den Ausdruck fiir die Teilchendichte n des Bose-Gases:

25 +1 (>+25+1 z
T B2 vV 1-2

In (13.4.1) hat man gesehen, dass gilt:

1 z
N = = EN
(Bo) 27 l—-1 1-2 0

Damit beschreibt der letzte Teil der obigen Formel den Anteil des Grundzustandes an der Teilchendichte. Dieser
Anteil kann (wie oben erldutert) makroskopisch werden. Fiir kleine z << 1 (= p < 0) ist dieser Anteil
vernachlissigbar. Kommt z allerdings in die GroBenordnung von 1 (= g 5 0), so nimmt er makroskopische,
nicht mehr vernachlédssigbare Werte an. Man spricht dann von Bose-Einstein-Kondensation.

Aufgrund der Form der Bose-Verteilung ist dieses Verhalten fiir den Grenzfall 7' = 0 (z = 1,da pu < 0)
nicht erstaunlich, da man in Satz 13.3 schon gesehen hat, dass die Bose-Verteilung fiir 7' — 0 immer schmaler
wird. Das eigentlich erstaunliche ist allerdings, dass die makroskopische Besetzung des Grundzustandes nicht
erst bei 7' = 0 auftritt, sondern schon vorher. Man kann ndmlich obigen Ausdruck fiir die Teilchenzahldichte

umstellen:
N 2S41 25 +1 z _25+1

voow el =Ty sy
Dabei ist ng = (25 + 1)Ny/V die Teilchendichte des Grundzustandes. Der zweite Summand 25 H (2)

ist auf den Bereich 0.. 25+1 (1) eingeschrinkt, da g3/, nur fiir z = 0..1 definiert ist. Der Tenn Ne =
25:\;"1 g3 /2( z) gibt also dle Teilchendichte der Teilchen in angeregten Zustdnden wieder. Versucht man bei kon-

stantem Volumen V' mehr Teilchen unterzubringen, als durch n™* = 2S+ (1) erlaubt, so wird z = 1 und

der Uberschuss muss den Grundzustand besetzen. ng wird im Grenzfall z = 1 makroskopisch ab dem Punkt,
an dem gilt:

N 2541

n:V> 3 —3 9322 =1)

Der Wert der Funktion g3 /5 an der Stelle 1 ist bekannt und zwar:

93/2(1) = ((3/2) = 2.612
Aus der obigen Beziehung erhilt man den kritischen Punkt des Uberganges ins Kondensationsgebiet zu:

(T = 25 +1

Uber die Beziehung A\¢ = 4/ #;BTC kann man auch die kritische Temperatur 7. berechnen:

h? n 25 p2
kpT.(n) = = 13.4.11
sTe(n) 2tm <(25 + 1)93/2(1)> 2rmA2 (13 )
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Fiir Helium-4 ergibt sich z.B. T, = 3.13 K. Dieser Wert ist zu hoch, um die Kondensation iiber den Grenzfall
T — 0 zu erkldren.

Bei diesem Ubergang handelt es sich um einen echten Phaseniibergang. Man kann den Ansatz (13.4.9)
benutzen, um Aussagen iiber die Besetzung des Grundzustandes beim Vorliegen eines Kondensates zu machen.
Es gilt ndmlich fiir % > g3/2(1):

3 3/2
10 15+1 Ac (g) (13.4.12)

—~1l - — HN=1-—==1-
n 3 93/2( ) \2
Man kann dieses Ergebnis nun so interpretieren, dass im System zwei Phasen (Gas und Kondensat genannt)
vorliegen. Ny bezeichnet die Anzahl der Teilchen im Kondensat und N, ist die Anzahl der Teilchen in der

Gasphase.
3/2
No=N- [ (5
T

Fir T > T, wird Ny < 0 und damit unphysikalisch. D.h. die Besetzung des Grundzustandes ist vernachléssig-
bar und man setzt Ny = 0. Damit sind wieder alle Teilchen im angeregten Zustand. Man kann das graphisch
darstellen (sieche Abb. 13.1). Die Kurven weisen in 7" = 1. einen Knick, also eine Unstetigkeit auf, was typisch
fiir einen Phaseniibergang ist.

T\ 3/2
N.=N-—-Ny=N"- () (13.4.13)
T.

4
N
No(T)  /NLT)
N2
0 >T
0 T

Abb. 13.1.: Besetzung der angeregten und des Grundzustandes bei der Bose-Einstein-Kondensation

Isothermen

Bei einem van-der-Waals-Gas weisen die Adiabaten eine Unstetigkeit auf (Maxwell-Konstruktion). In dem
dadurch konstruierten Gebiet im p-V-Diagramm kommt es zu einem Phaseniibergang und das Gas bildet eine
fliissige Phase (es kondensiert). Ein dhnliches Verhalten sollte sich auch fiir die Isothermen des Bose-Gases
in der Néhe des kritischen Punkte (7., n¢) ergeben. Man geht von der thermischen Zustandsgleichung in der
Form (13.4.4) aus:

28 +1 25 +1
Bp = TQE;/Z(Z) -

-In(1 — 2)

Fiir z < 1 kann der zweite Term in thermodynamischen Systemen V' — oo vernachlissigt werden, sodass man
erhilt:

(13.4.14)

Bp— {2%'195/2(2) fir n < n,

25+1 (1)

33 95/2 firn > Ne

Dies bedeutet, bei konstanter Temperatur ist der Druck im Kondensationsgebiet (n < n.) eine Konstante, was
dem Verhalten eines Gases bei der Kondensation (Dampfdruck) entspricht. Man kann dann dort einen kritischen
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Druck p. definieren und erhélt somit zwei kritische Gleichungen:

Daraus erhilt man eine Beziehung zwischen p.(7T") und n.(7T):
2rh® (25 + 1)g52(1)
5/3
™25+ 1)gapp (1]

Dies ldsst sich im p-1/n-Diagramm auftragen, welches aufgrund N = constund V' < 1/n dem p-V -Diagramm
dquivalent ist (siche Abb. 13.2).

pe=Con?3|  mit Cy= (13.4.15)

p \“ pc:CU nc5/3 renes
y Gas

pc(TZ) ‘\“-‘

p(T2)

K ondensations-
gebiet

1n(T,) Ui

Abb. 13.2.: Isothermen im Bose-Gas

Thermodynamische Potentiale

Im folgenden werden einige thermodynamische Potentiale des idealen Bose-Gases berechnet, und zwar im
thermodynamischen Limes (N — oo, V — o0, % < o0). Da das System asymptotisch grofl wird und die
thermodynamischen Potential extensive Gréen sind, macht nur die Berechnung der Potentiale pro Teilchen
Sinn.

Innere Energie U: Fiir die innere Energie gilt:
v_1u 13
N nV U=3pv n2p

Fiir den Druck kann man das Ergebnis (13.4.14) einsetzen (V' — oo ist erfiillt). Man erhilt also endgiiltig:

U _ %%(254—1)95/2(2) fir n < n, (13.4.16)
N SEBL(25 +1)gs5/0(1) fiirn > n,
Freie Energie [':
F 1 1%
N:N(—l{:BTlnEjL;LN):—pW—i—kBTlnz, 2= e
Daraus folgt sofoert:
F 25)—\21g5/2(z)—1nz fiir n < ne (13.4.17)
N 25;?,195/2(1) fiir n > Ne o
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Entropie S: Aus T'S = U — F folgt:

(13.4.18)

S {325;195/2(2) —Inz firn < n,

Nkp %25;),195/2(1) o« T3/%  fiirn > n,

Aus dem Verhalten kBiN o T3/2 im Zwei-Phasengebiet sicht man, dass die Entropie fiir 7 = 0 verschwindet.
Dort liegt ein reines Kondensat vor, das dann offensichtlich keine Entropie hat. Aufgrund der Additivitét der
Entropie kann man also folgern, dass die Entropie nur von der Gasphase herriihrt. Ein Bose-Einstein-Kondensat
ist also ein maximal geordneter Zustand.

Warmekapazitat

Aus der eben berechneten Entropie kann man die Warmekapazitit des Systems berechnen. Im Kondensati-
onsgebiet (n > n.) kommt die Temperaturabhéngigkeit nur von der deBroglie-Wellenldnge A\(7"). Man erhilt
dann:

(1) < T%?  fiir n > n, (13.4.19)

Nkg  Nkg\oT | ~— 4 nx3 952

cv T (aS) 152541
\%

Im Fall n < n. muss man die Temperaturabhingigkeit von z beachten und erhilt (nach langerer Rechnung):

Cy _ E%/z(z) B 293/2(2)
Nkp 4 g3ja(2)  491/2(2)

Damit erhélt man den Verlauf in Abb. 13.3 fiir ¢y, der einem A-Phaseniibergang entspricht.

fir n < n, (13.4.20)

&
N NkB
15 2(5/2)
4 7(372)

3/2

T

N
7

T

c

T

Abb. 13.3.: Wirmekapazitit des Bose-gases (qualitativ)

13.4.4. Photonengas

Bisher wurde davon ausgegangen, dass die Teilchenzahl IV ein freier Parameter ist, der unabhingig von Volu-
men V' und Temperatur 7" vorgegeben werden kann. Fiir einige wichtige bosonische Systeme ist dies aber nicht
der Fall. So sind z.B. Photonen (als Schwingungsquanten des el. Feldes) Bosonen mit Spin .S = 1, die in belie-
biger Menge erzeugt und vernichtet werden konnen. Ist nun N aber nicht mehr fest, so wird das System durch
das Tripel (7', V, N) beschrieben und das chemische Potential muss sich daraus berechnen. Die Extremalbe-
dingung eines Systems, das von 7', V, N abhéngt, ist ein Minimum der freien Energie F'(T', V, N) (zugehériges

thermodyn. Potential), also:
oF |
- =0
ON )1y
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Satz 13.6 (Chemiches Potential fiir Photonen)

Planck’scher Strahler

Man betrachtet nun ein Volumen V' = L, L, L., in dem sich ein elektromagnetisches Feld (=Lichtfeld) befin-
det. Die Winde des Voumens werden auf der Temperatur 1" gehalten (Wéarmebad =- Gleichgewicht zwischen

Wirmebad und Feld im Hohlraum). Das Feld wird durch die homogene Wellengleichung
1 0%
AYp— —=—5 =0
v 2 ot?

beschrieben. Man kann die Losung in ebenen Wellen entwicklen, also o (7, t) — 1(k, t)eiEF und erhilt dann
folgende Differentialgleichung fiir die zeitabhiingigen Amplituden ¢ (k, t):

Dk, t) + K2y (vk, t) = 0.

Dies ist aber die DGI eines harmonischen Oszillators mit entsprechenden Losungen fiir 1/1(12 ,1). Die Frequenz

des Oszillators ist w = ¢ - ‘E ’ Betrachtet man das System quantenmechanisch, so erhélt man die erlaubten

(o-3)

Dies wird so interpretiert, dass die Energie En(l_{) der Mode k durch n Photonen der Energie

Energieeigenwerte:

E, (k) = he |k

E:hw:hc’/%" = c|] (13.4.21)

gegeben ist. Man sagt die Mode k des Feldes im Hohlraum ist n-fach besetzt. Dies entspricht aber wieder einer
Darstellung mit Besetzungszahlen und kann auch analog zu Abschnitt 2.5 im Fock-Raum geschrieben werden.
Die Beziehung (13.4.21) besagt auch, dass der Ansatz £/ = h;—!f vom Anfang des Kapitels hier nicht mehr
anwendbar ist, weil die Photonenmasse mppoton = 0 ist. Man muss stattdessen die Form (13.4.21) verwenden.
Das man hier den thermodynamischen Limes betrachtet ist das Ergebnis von der Form des Gefid3es unab-
hiingig und man kann periodische Randbedingungen und V' = L3 annehmen. Daraus ergibt sich folgender

Wellenvektor:
ni
- 2
k= fﬂ ng
n3
und damit das Rastervolumen im k-Raum:
2m)3  (27)3
e 200 (21
\%4 L3
Obwohl der Spin S = 1 ist (also mg = —1,0,1) sind hier nur zwei Einstellungen moglich, da das Teil-

chen Ruhemasse m = 0 trdgt. Dies fiihrt zu einer zweifachen Entartung der Zustinde, die zwei orthogonalen
Polarisationen (z.B. o%) entspricht.
Damit kann man das Phasenvolumen ¢ (F) berechnen:

_Am EP

_Ar am
ICZE/(hC) 3 hgcg

3

o(E) K

Durch Ableiten dieser Grof3e ergibt sich dann die Zustandsdichte des Systems:

Satz 13.7 (Zustandsdichte des Photonengases)

D(E)

- 13.4.22
Ak OF 0 fiir E < 0 ( :

2 Bp(E) _ {TFZ(VEC)?,E2 fiir E >0
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GroBkanonisches Potential: Es gilt zu berechnen:

QT, V) =2kgT Z In[1 — exp(—Bhck)]
3

Hier kann man wieder die Summation durch eine Integration ersetzen: » , — ﬁ J d®k und erhilt somit:
k

2kpT
Ak

2kgT

T, V) = AL

In[1 — exp(—Bhck)] d*k =

Ar / k*In[1 — exp(—Bhck)| dk

—00

Das Integral in diesem Ausdruck kann berechnet werden und man erhilt endgiiltig:

w2V

QT,V) = (R

(kpT)* (13.4.23)

Strahlungsdruck: Der (Strahlungs-)Durck des Photonengases ist nach {2 = —pV:

1 2k3
p(T) = §QT4 Stefan-Boltzmann-Konstante: o = 175T(th)3 ~ 7.578 10716 m?:]K‘l (13.4.24)
Entropie:
o0 4
S(T,V)=— (7] =-aVT? 13.4.25
Mittlere Photonenzahil:
(N) = / D(E)f{(E)dE = ... = VT?-2.032- 107 33 (13.4.26)
Innere Energie/Stefan-Boltzmann-gesetz:
U= / E-D(E)f (E)dE = ...=aVT" (13.4.27)

Spektrale Energiedichte: Die spektrale Energiedichte é(w, T") gibt die Energie pro Oszillatormode w = ck
an. Die innere Energie ergibt sich dann durch Integration iiber die Moden:

U(T) = V/é(w,T) d
0

Vergleicht man dies mit obigen Ausdruck (13.4.27) fiir die innere Energie, so erhélt man:

é(w, T)h dw = %MD(M)fJF(hw) dw

Durch Einsetzen der bisherigen Ausdriicke erhélt man daraus:

. hw? dw
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A. Notationen der verschiedenen

Lehrbucher

In diesem Abschnitt sollen die unterschiedlichen Notationen in verschiedenen Lehrbiichern zusammengestellt

werden. Dies geschiet in Form einer Tabelle:

[Nolting 2005a] | [Schwabl 2006]
Phasenraumpunkt 7 =1(q,p)
Phasenraumelement dI' = dqdp dl' = h%‘;vd]\;!
mikrokan. Verteilung p(q,p,t) vk (g, p)
Phasenvolumen F < H(q,p) < E+ A I'(E) A-Q(F)
Phasenvolumen H(q,p) < E o(E) Q(E)
Zustandsdichte D(E) = dflsg) QF) = d%g)
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B. Weblinks

B.1. Grundlagen

e http://mathworld.wolfram.com/GammaFunction.html

e http://de.wikipedia.org/wiki/Gamma—-Funktion

e http://de.wikipedia.org/wiki/Ensemble_%$28Physik%29
http://de.wikipedia.org/wiki/Dichtematrix
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