e Zwangsbedingungen:
Holonome ZB: fi(qi,...qan,t) =0, i=1,...k (d.h. Einschrinkung auf Flichen im R*). f; hiingen von der Zeit ab — rheonome ZB; f;
zeitunabhngig — skleronome ZB
Nichtholonome ZB: die Bahn ldsst sich nicht durch eine derartige Gl. beschreiben. Die Zwangsbedingung kann z.B. auf einen Raumbereich
einschrinken f;(q1,...qg3n,t) < ¢, oder auch von den Geschwindigeiten abhéingen.
e D’ALEMBERT-Prinzip:
N . N .
> <mif’f Fl> O =320 =0 mit Z;: Zwangskriifte; 07; virtuelle Verriickung
i=1 i=1
e LAGRANGE-Formalismus:
Lagrange-Funktion: £ := T —V in n Koordinaten (z1...z,);  Euler-Lagrange-Gleichung: < ( 04) - gfl =0

dt \ 9z;
e kanonische Impulse: p; := g—; station#rer Punkt im Potenzial V (z): 4% (z,) = 0 und E = V (z,).  stabil fiir < 2y —=(xs) >0
J

und instabil fiir ‘;27‘2/(1:5) <0 Umkehrpunkt: V(z,) = Fges, %(mu) #0 GG-Punkt: t =%=0
e Erhaltungsgroéfle: %f(q7 q,t) =0 Fir % = 0 ist Hamilton-Funktion H eine Erhaltungsgréfie. Fiir skleronome ZB,

ruhende Bezugssysteme und konserv. Kréfte gilt weiter H =T + V.
e zyklische Koordinaten: g; zyklisch, falls: g—f =0 & %g—(f_ = %pj =0 = zu g; konjugierter Impuls p; ist erhalten.

i i

e NOETHER-Theorem: Ist £ bis auf ein totales zeitliches Differential invariant unter ¢; — ¢; = qi(q1, ...gsn—x, t, @) (mit g;(a = 0) = ¢;
und in o stetig diff’bar), also: £'(¢',d’,t,a) = L(¢',d,t) + L F(¢,t, ), so ist

k dq; a AF (¢’ ,t,a .. _ . - —k 8q;(q’ ,t, . "
J = YNk oL () - GRS _ bewfwr F=0 I(qq1)= YNk oL Suilgotia) __,  cine Erhaltungsgroe.
.. S BN, 1. ¢
e Virialsatz: T = ; - Zln- -ViU [ -5 Z } mit f = hm 2t0 { f®)
1= 1=1 —to

Ist Ula-qi,...,a-qn) = a"U(qu,...,qn) , dann ist 3 7 - ViU =k-U, also 2T = kU

i=1
e Variationsrechnung: geg: F(y,y,t). Finde y(¢) so, dass f:2 F dt minimal wird. Die Euler-Lagrange-Gleichung ist eine notwendige

Bedingung fiir die Extremum des Integrals. Sie lautet: jt (%5) -5 =0

e Zentralkraft:

Zweikdrperproblem: Das Zweikorperproblem ohne duflere Krifte kann in ein gleichférmige Schwerpunktsbewegung (ﬁ = 0, mit R =

%) und eine davon abgekoppelte Relativbewegung 7;”3:32 F= F(T‘ 7, 1), mit 7:= 71 — 72 zerlegt werden.

effektives Potenzial: Veys(r) =V (r) + 2mr2 =V(r)+ %

e starrer Korper:

n n yg + Zﬁ —ZaYa —TaZa
— Trigheitstensor: I E o [TakZaklij — Tailaj] = L= ma| —YaZa 22422 —yaza | = fp(x, Y, 2) (- )dz dy dz
a=l a=1 —Zala —ZalYa 333 + yg v

— Satz von Steiner: Trigheitsmoment bei Rotation um Achse parallel zu Achse durch SP (dort: Js): Jx = mrg + Js

— Schwerpunktsatz: m - Fg = > F@ = F(a>; Der Schwerpunkt bewegt sich so, als ob die resultierende Kraft an ihm angreift
und alle Masse in ihm vereinigt ist.
— Drehimpulssatz: Y, maTra X Fla = > Fra X FY o Eges =M :155
a=1 a=1

— kinetische Energie: Tror = &' 1-& (evtl. muss man die Rotation noch auf die kérperfesten Haupttr’agheitsachsen projizieren)

1
Phed
7o Ursprung 0] kérperfeste System, ra = 7op = OP Abstand zum korperfesten Ursprung O: Uinertial = To + & X Fop
= T= ,FQO + Z ma(w X 'F )2 TO X w) Z szL = Tt7un,5 + T70t + Tkoppel

i
— korperfestes System mit Ursprung in Schwerpunkt S = fo = T =Tirans + Trot, da ) m;7; =0
— korperfestes System mit Ursprung in raumfestem Aufhdngepunkt (7;”'0 =0) = T=Tu

. Legendre-Trafo I: beschreibt den Ubergang (z,%) in einer Funktion f(z,y) zu (u := %,y)in einer neuen Funktion g(u,y) :

Es gilt: df = dz:—i—afdy—udx—l—vdymltu—%undv::g—i
Fiir eine Funktlon g := f—uz gilt: dg = df —udx —xdu = vdy — x du. Diese ist die gesuchte Funktion g(u,y), mit dg = 32 du —|— dy
Ein Vergleich der vollst. Differential ergibt: v = g—z und = = gﬁ

e Legendre-Trafo II: fiir Lagrange — Hamilton gilt (¢,4) — (gq,p)), also: L(q, q, t) — H({,p,t), dabei nutzt man: kanon. Impuls
pi =0L/0¢; = p; = 0L/Iq; (aus Euler-Lagrange-Gleichung).

H(p,q,t Z qipi — L(q, lit); = dH = Z(qz dp; — pi dgi) — 8—ﬁdt andererseits: dH = Z

~ (0H OH OH
—dp; dq ——dt
i=1 ot i=1 (api Pt dqi ) " ot
) OH ~9H _ 9L Ny L one
qi = apl7 pi = _GQL7 at - _Ev t) - — q’b(p7q7t) Dpi [' (qu(q7p7t)>

i=1

¢ kanonische Transformationen: Finde ¢; — Q:(q, 7, 1) und pi — Pi(q,p,t) so, dass es eine neue Hamiltonfunktion K(P,Q,t) gibt,
die die Hamilton’schen Gleichungen erfiillt QL = afg, P1 = —Q

Eine Transformation heift kanonisch, gdw. {Z DiGi — H] — [Z PQ; — K} = %F(q,p7 Q,P,t). Da P und @ Fkt. von p und q sind,
i

i



Fl(quvt): pi?gl;api_% Fz(q7P’t): p_i Qi_i F3(p7Q7t): q_%ivpi_g% F4(p7P7t): q= 3P7Q7 P

ist so ist H = K und es gilt die einfachere Bedingung fiir kanonitét: Z (pigs — PZQZ) = %

Bt’

e Poisson-Klammern:

n
L of o of o
- [f7 g]q,p T z:l (8% 81fi - op; 35@)
i=

— %, in einem System, das durch die Hamilton-Funktion H beschrieben wird hat dann die Form: % =[f,H] + af
= f mit af =0, ist Erhaltungsgréﬁe gdw. [f, H] =
— kanomsche Gleichungen: ¢; = = ¢, H] P = gf [pi, H]
[le+0297 ]201 [fvh]+02[g7h] [fmg]:_[gaf] [CO’I’LSt7f]:O
— Rechenregeln:
& [fg,h] = flg.h]+[f.hlg [f:[g,h]] + (g, [h, f]] + [h, [f. g]] = O

— kanonische Invarianten: Eine Transformation ¢; — @Q;; p; — P; ist genau dann kanonisch, wenn: [¢;, q;] = [p:, p;] =0, [¢i, ps] = 645

e Liouville-Satz (=Satz von der Erhaltung des Phasenraums): Die Bewegung eines Systems im Phasenraum I" wird durch die

Trajektorie Zr(t) = ((t), 7(t)) beschrieben. Mit wr(t) = Zp(t) = (—g—g, . _gTHk’ gg " ap ) gilt dann divwr = 0.
Ein Volumen Vr(to) mit der geschlossenen Begrenzungsfliche Sr(to) stromt mit dem Geschw.feld wr(t) durch den Phasenraum. Es gilt:

Vr(t) / div 1171" . dql..dqn . dpl..dpn =0
dt N0)

e Stabilitit & Chaos:

— Fizpunkte: T5iz =0 bzw. Tfiz = f(Tiz).
fiir Systeme zn4+1 = f(zn): ]%\aczxfm <1 = =z stabil, da f dort Kontrak.; ... >1 = z;, instabil
fiir Systeme & = f(x,4): betrachte kl. Stérung €(t) < 1 des FP zj: x5 — xy + € sei Losung. Setze in DGI ein und betrachte lin.
Niherung der entstehenden DGl in e: € oc e®*: @ > 0 instabil, a < 0 stabil

- fl 4 =Frian = (G0 200 )

Taytor _‘f_’ §=A-§=)5, A\ EW von A = exp-Ansatz = Zy stabil, falls VA : Re (A) <0,

— Stabilitdtsmatriz eines DGISys &

+ \
=

|

<

Z; v Zp 4+ 6(t) in DGl = & = f(&;
da dann § — 0 (t — o0)

e allgemeine physikalische Formeln:

Bahngeschwindigkeit: ¢=7=& X7 — |7 =|&||f-sina Bahndrehimpuls: L=Ffxp=m -Fx#
Drehmoment: M=L=Fxp=FxF=m -Fx7# Arbeit, Leistung: dwW = F di, P = % =F.7
ausgedr. in Winkeln: L= I M= I- s=1L Eyin = %thd; dw = M dp-€,; P = M-
Federkraft: Fp(z)=—-D -z Gravitationskraft: Fg(z) =m g bzw. Fg(r) =G - mi;nz
Federpotenzial: Vi(z) = 2 . 2? Gravitationspotenzial: Vg(z) =-m-g- -z
Zetripetalkraft: F.(r) = m-w?7r = m-%; F,. = m@x(3x7) Corioliskraft: Fy = —2md X ¥
kons. Krifte: rot F =
Korper Drehachsen Moment Moment Korper Drehachsen Moment Moment
diinner Stab e 1 2 12 Punktmasse 2
(Lénge 1) ’ ’ = B (Abstand r ) mry
Pl d

tt . P
(a?‘b,i, c<ab) %ﬂ%(a2 +b?) sm(4a” + b?) 8:'2) E; wie Platte %m(a2 +b?) %m(élaz +b?)
Kreisscheibe &, 1.2 1.2 Kreisring . . 2 1.2
(Radius r) smr Fmr (Radius 1) wie Scheibe mr smr
E(Tre};;‘kegel é Emr Om(h2 + 4r*) (Zryl;;)]der wie Scheibe %mrr‘) 2ﬂ@(h2 +3r°)
Vollkugel @ 2 9 7 2 Ellipsoid . o 1 2 2
(Radiusr) 5mr 5mT (Halbachsen a, b, ¢) Rotation um & gm(a” +b%)

e mathematische Formeln:

— Fiir DGISys in der Form Z = A - # ist der Ansatz Z = &- ™' eine nichttriviale (¢ # 0), wenn: det(A + w?) = 0. Das DGISys geht

dann in eine Eigenwertgleichung iiber: —w?é= A - &

— Eueler-Niherung: % =f(z) = Tpt1=xn+h-f(zn)
DGI. 2. Ordnung — 2 DGLs 1. Ordnung: nutze neue Variablen: (z,y := &) (z.B.: & = —w’x — i=1y; §=—w’x)

Ableitungen: tan’(z) = m, cot’ (z) = ﬁ, In’(z) = 1; arcsin’(z) = \/1177; arccos’ (z) = — \/172; arctan’(z) = ﬁ; 4% =a® - In(a);
Loz _ : T Tt 1, LdJL 2 2 .

Integrale: [ a%dz = {&— Lol J y2 = arcsin(z) +C; [ ol arctan(z) +C; [ Zhpde = ¢ In(az +b) +C; j 2y = =+1n(a®+2?)+C;

f \/% = 27“‘“”+ + C; f \/% = Va?+z2 + C; f \/zgmﬁ = In(z + Va2 +22) + C; fsm (azx) dz = %x - Esin(2az) + C;

J cos?(az) dv = 3z + 2 sin(2ax) + C; jab w(z)v (z)dz = [u(z)v(z)]) — j: v (z)v(z)dz; jab fleW) ¢ (y)dy = j:’(({f)) f(z)dz

Koordinaten-Transformation:

Polar: 7= (z,y) = (rcos@,rsinf) dA =r-drdf,
Zylinder: 7= (z,y,z) = (rcosf,rsinb, z) dV =r-drdfdz, 2 =72 4202 4 32
Kugel: 7= (x,y,2) = (rcosfsinp, rsinfsing,rcosp) dV =r2sing-drdddp, 0< o <m, 0<60<2r 72 =72 47202 +r20%sin% ¢

& & &
al az as
b1 b2 b3

i @xb=-bxa axa=0; (@axb-c=0bxd-a (@xb?=a%?— (3 b)?
a1b27a2b1

. a2b3 — azbz
Vektoralgebra ...: @ X b = asb; — a1bs =




