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Modell zur Optimierung

Doppelpendel-Modell

Zur Optimierung einer Wurfbewegung wurde ein physikalisches Modell des Armes benotigt. Als ein-
fachstes Modell wurde ein umgekehrtes Doppelpendel gewédhlt (siehe 1). An beiden Gelenken (rote
Kreise) sind Motoren angebracht, die die Drehmomente U;(¢) und Us(t) austiben. Um die Bewegung
mit dem Tool MUSCOD optimieren zu kénnen, benétigt man die Bewegungsgleichungen des Systems,
also die Differentialgleichungen, die den Roboter bewegen. Um diese aufzustellen, wurde der Lagrange-
Formalismus angewendet. Dazu wird zunéchst die Lagrangefunktion £ =T — V aufgestellt. Dabei ist
T die gesamte kinetische und V die gesamte potentielle Energie des Systems. Die kinetische Energie
setzt sich aus zwei Teilen zusammen, der Rotationsenergie T;o4 und der Energie durch Linearbewegung
Txin. Zur zweiteren zahlt das unterste Glied (,Unterarm®) nicht hinzu, weil dieser eine Rotation um
einen raumfesten Drehpunkt ausfiihrt.

Abb. 1: Modell des Armes als Doppelpendel

Jedes Glied ¢ wird durch eine Masse m; und ein Tragheitsmoment I; beschrieben. Das Trégheits-
moment bezieht sich dabei auf eine Drehung im Gelenk (also nicht im Schwerpunkt). Die Gelenke
sind im wesentlichen ldngliche Quader, die zusétzlich durch eine Lénge I; beschrieben werden. Der
Schwerpunkt befindet sich im Abstand s; com Gelenk. Das Schultergelenk sitzt im Punkt (0,0) fest.
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Das Ellbogengelenk sitzt bei 1 und die ,,Hand* bei #3. Die Koordinaten der Schwerpunkte von Ober-
und Unterarm sind Zs; und Zgo.

Das Modell wird durch Minimalkoordinaten beschrieben. Da es sich um ein ebenes Problem handelt
reduzieren sich die 6 Freiheitsgrade der Positionen Gelenke mit den Nebenbedingungen auf zwei. Die
zwei unabhéngigen Variablen sind ¢1 2, die Winkel an den Gelenken.

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich iiber die Euler-Lagrange-Gleichung 2. Art

d (0L oL
— — = 0. .0.1
dt <a(p,> Ggoi 0 (0 0 )

Um die Drehmomente U;(t) zu beriicksichtigen wird (0.0.1) erweitert (Euler-Lagrange-Gleichungen 1.

Art):
d (0L oc

Es bleibt also noch die kinetische und die potentielle Energie zu bestimmen. Fiir die letztere hat man
nur Beitrdge durch die Gravitation, also:

V =migys1 + magyse (0.0.3)
Die kinetische Energie ist:
1 1., 1
T = 51}@% + 5 28 + §m2x§2 (0.0.4)

Um die Ausdriicke (0.0.3) und (0.0.4) zu berechnen, benétigt man noch die Koordinaten der Schwer-
punkte der Glieder:

- ' sin 1

Ts1 = 81 ( cos o1 > <005)

o= I ( S @1 ) (0.0.6)
oS p1

" o sin

Tsg = T1+s2- < COSZZ > (0.0.7)

Das Aufstellen der Bewegungsgleichungen ldsst sich iiber (0.0.1) auch von Hand erledigen, was al-
lerdings sehr aufwéndig wird. Deswegen wird Mathematica eingesetzt, was es auch ermoglicht die
Bewegungsgleichungen gleich numerisch zu integrieren und damit zu testen.

Aus Mathematica erhédlt man mit dem Befehl EulerEquations([L, q[t], t] die Euler-Lagrange-
Gleichungen 2. Art. Durch einfache Manipulation kann man diesen eine generalisierte Kraft U;(t)
hinzufiigen. Diese wird ja einfach statt der 0 auf die rechte Seite der Gleichung (0.0.1) geschrieben.
Dies erreicht man iiber die folgende Befehlsabfolge:

1 ell = EulerEquations[L, phil[t], t][[1]] == ul[t]

Diese berechnet die Euler-Lagrange-Gleichungen erster Art und selektieren die linke Seite. Diese linke
Seite wird dann der aufgeprigten Kraft ul[t] gleichgesetzt. Danach werden die Winkelgeschwindig-
keiten omegal [t]=phil’ [t] als unabhéingige Variablen eingefiihrt (Variablenersetzungen):

1 ell = ReplaceAll[ell, {phil’’[t] -> omegal’[t], phi2’’[t] -> omega2’[t
], phil1’[t] -> omegall[t], phi2’[t] -> omega2([t] 1}];

Nun miissen die so erstellten Bewegungsgleichungen so umgestellt werden, dass sie Gleichungen der
Standardform .

‘% ) (0.0.8)
ergeben, da MUSCOD diese erwartet. Dazu wird aus den zwei Differentialgleichungen erster Ordnung
(die sich oben ergeben haben) die Ableitung der zweiten Winkelgeschwindigkeit eliminiert. Man erhélt
daraus eine Differentialgleichung erster Ordnung, in der nur noch die Ableitung omegal’ [t] auftaucht.
Diese muss dann nur noch nach dieser Grofse aufgelost werden:

2



1 elll = Collect[Eliminate[{ell, el2}, {omega2’[t]}], omegal’[t]];
2 elsl = Solvelelll, omegal’[t]] // FullSimplify
3 Format[elsl, CForm]

Der letzte Befehl erzeugt aus der Mathematica-Formel aus Zeile 2 eine Formel in C-Syntax (unter
Benutzung von math.h-Methoden).

Es bleibt zum Schluss noch die Umrechnung der absoluten Winkel des Mathematica-Modells auf
die relativen Winkel des Roboters und der Simulation. Dazu betrachtet man die folgende Abbildung
2.

V
negative

Winkel

"
positive
Winkel

Abb. 2: Zur Umrechnung der absoluten Winkel 1, @2 auf die absoluten Winkel a;, as. Die grau einge-
zeichnete Stellung ist die Ausgangsstellung in der a; = ay = 0° gilt.

Nun kann man Umrechnungformeln aufstellen:

ar = p1 (0.0.9)

Das eben beschriebene Mathematica-Tool kann sehr einfach auch auf ein Dreifachpendel erweitert
werden (siehe dreifachpendel.m). Dazu miissen nur zusétzliche Definitionen fiir die weiteren Glieder
eingefiigt werden.

Berechnung der Tragheitsmomente

Der Roboter wird als physikalisches Pendel simuliert. Zur Aufstellung der Differentialgleichungen (siehe
) benotigt man die Tragheitsmomente der einzelnen Gliedmafen, bei Rotation um die Gelenkachsen.
Um diese zu berechnen wurde ein C++-Programm geschrieben, in dem die Glieder aus rudimentéren
Formen (Quader und Kugeln) zusammengesetzt werden kénnen. Zum Schluss wird dann der Tragheits-
tensor berechnet:

yf + 22-2 —TilYi X%
I=> mi| -—vyix; a?+2? Vit (0.0.11)
i —ZiTi  —zZYi Tty



Um diesen zu Berechnen wird der der durch Objekte belegte Raum in 100x 100x 100 Volumenelemente i
zerlegt, denen aufgrund von Masse und Volumen der Quader/Kugeln ein Massenelement m; zugeordnet
werden kann. Damit l&sst sich (0.0.11), sowie der Schwerpunkt

s = = M = Zm (0.0.12)

berechnen, indem alle Volumenelemente ¢ durchgegegangen werden. Zusétzlich bietet das Programm
die Moglichkeit aus Quadern andere Quader aus zuschneiden.

Mit dem beschriebenen Programm ergaben sich die folgenden Tragheitstensoren und Schwerpunkt.
Die Objekte sind relativ zur Drehachse (parallel zur z-Achse) der Gelenke ausgerechnet.

e Oberarm (enthélt keine Motoren):

204.256 —1.74247 10713 4.41657 - 104
Ioan = | —1.74247-10713 2080.43 —1.37353-10716 | - 1077 kg m?
4.41657-1071*  —1.37353 - 10716 1930.92 o lpem?
5.95
Ioa, = 1930 - 1077 kg m? Foa = | 3.69579-1016 cm
—2.37106 - 10716
e Unterarm (enthélt zwei Standard-Servos):
120.915 —4.62527 -10~13 43.0685
Iupa = | —4.62527 10713 5998.36 8.36703 - 10715 | - 1077 kg m?
43.0685 8.36703 - 1015 5952.79
5.24296
Tya, = 5995 - 1077 kg m? Fua = | 2.73313-10716 | cm
—0.0865433

e Greifer (enthélt zwei Micro-Servos und einen Ball mit Durchmesse 50 mm und Gewicht 50 g):

487.189 54.6525 —2.75152 - 1012
Igr = 54.6525 12680.8 1.38671-10" | - 107" kg m?
—2.75152-10712 1.38671-10~4 12653.1
8.69287
Icr, = 12653 - 1077 kg m? FoRr = —0.0443085 cm

2.53626 - 1015

e Unterarm und Greifer zusammen (fiir das Modell mit zwei Gelenken):

611.829  130.308 38.7404
Iyarcr = | 130.308  64457.4  —0.0171811 | - 1077 kg m?
38.7404 —0.0171811  64381.3
14.0568
Ioa+GRz = 64412 - 1077 kg m? FUALGR = —0.03093 cm
—0.0335507

Zusétzlich sind die Positionen der Schwerpunkte 7 der Glieder angegeben. Sie sind jeweils relativ zum
Gelenk angegeben. Die Modellierung erfolgt so, dass die Bewegung in der xy-Ebene ausgefithrt wird.
Damit finden alle Rotationen um die z-Achse statt. Man hat also einen Winkelgeschwindigkeitsvektor
& = (0,0,w)”. Dieser fiihrt auch zu den angegebenen z-Trigheitsmomenten I, ;. Bei der Berechnung
wurden nur Grofen mitgenommen, die in der Grofenordnung vergleichbar waren. Die Matrixeintrége
mit der Grokenordnung 107! und kleiner wurden vernachlissigt.
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